70N Y, PREDAYALE

KINEMATIKA

*0Opis gibanja materijalne to¢ke bez obzira na uzrok gibanja.

*Materijalna tocCka je zamisljena tocka kojom zamjenjujemo
stvarno tijelo, tako da ne uzimamo u obzir veli€inu tijela ni
njegov oblik.

*Kljucne veli¢ine u opisu gibanja su poloZaj materijalne tocke
1 vrijeme.

*Vektor poloZaja materijalne tocke, 7 , je funkcija vremena ¢,

A -




70N Y, PRE DAY

+Vrh vektora poloZaja u nekom intervalu vremena opisuje
krivulju gibanja.
*Komponente vektora polozaja su funkcije vremena:

x(8), (1), z(9)

Ax(t) /_f (1) A z(?)
p \
— ]
: - 1N >
5 l ! [ !
t t, [, 2

sParametarski oblik krivulje gibanja---vrijeme je parametar
gibanja.

POMAK
sVektor AT7(t,,t,)=7(t,)—7(t,) , t,>1t,
®Interval vremena Af¢=t¢,—¢,

®Pomaka u intervalu vremena moZemo pisati kao:
A7(t,At)=7F(t+At)—7 (1)
*Pomak nije funkcija samo trenutka, nego 1 intervala vremena.
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+Ukupni pomak je zbroj svih pomaka

i=N-—1

AF o= 2 [F(2)=F ()| =7 (1) =F (1))

i=1

t;

*Ukupni prijedeni put je jednak zbroju pojedina¢nih
prijedenih putova ("koraka")

i=N-1

S = Z |7(ti+1>_7(ti)
i=1
*Opcenito vrijedi

S¢|(A7)

ukupni
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Jednadzba

S:|(A r)ukupni
vrijedi samo ako su svi pomaci istoga smjera i orijentacije !
Primjer:

U Cetiri trenutka ¢, , ¢, , t; [ t,vektori polozaja Cestice
bilisu (3725 +F)m
r=(i+j-5 k) m
F=27+4k)m
7=(57—6k)m
Izracunajte ukupni pomak 1 ukupni prijedeni put Cestice.

Odgovor:
Pomaci su:

A, =(=27437—6k)m , Ary=(i—j+9%)m
Ar,=(=27+5j-10k)m

Ukupni pomak je (A7) =(—3 i+77-7k)m

Ukupni prijedeni put je: §=(7+V83+v129)m~24,47m

=v107m~10,34m

Iznos ukupnog pomaka |(A 7)ukupni
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A:-

A7(t,At)

Cestica ne moze u jednom trenutku imati viSe od jednog

polozaja. R
AT(2,0)=0 (Sto biste naveli kao
eksperimentalni dokaz?)
Trenutni pomak je uvijek jednak 0 !

sPROSJECNA I TRENUTNA BRZINA

Definicija prosje¢ne |- _ATF(t,AY)
brzine A= At
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MozZe li se trenutna brzina dobiti iz prosjecne brzine tako da
jednostavno u izraz za nju uvrstimo A¢=0 ?
Ne.

9
Dobili bismo razlomak 0 , koji je neodreden. Zbog toga se
tom izrazu moramo "priblizavati" posebnim postupkom, tako
da tijekom toga postupka pokratimo po volji mali nazivnik
(koji 1pak nije 0) s isto takvim po volji malim faktorom u
brojniku. Kada dodemo do toga da u nazivniku viSe nemamo
po volji mali broj, naime vremenski interval, onda u ono §to
nam ostane mozemo jednostavno uvrstiti A¢#=0. Taj postupak
se zove deriviranje (diferenciranje), a po volji male veliCine
se zovu infinitezimalne veliCine (diferencijali).

TRENUTNA BRZINA

v(¢)=1lim (v(¢,At))=lim A7l AL)_dr(t)

At—0 At—0 At dt

Trenutna brzina je derivacija vektora poloZaja po vremenu.
Smjer trenutne brzine je tangenta na krivulju gibanja u datoj
tocci.

Mozemo to 1 ovako reci:

Infinitezimalni pomak d 7 (¢) razmjeran je infinitezimalnom
intervalu vremena dt u kojem se je pomak ostvario. Vektor

koji povezuje te dvije veliCine je vektor trenutne brzine.
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Primjer

x-komponenta vektora polozaja Cestice ovisi 0 vremenu po
zakonu x ()= A-t) gdje je A=1ms > . Izralunajte
x-komponentu trenutne brzine u trenutku =1 s, 1 prosje¢nu
brzinu 1izmedu =1 s 1 =1,001 s.

Prosjecna brzina:

At=0,001s
Ax=x(1,001s5)—x(15)=0,003003001 m
<vx>:i—’t‘:3,oo3001 ms”!

Trenutna brzina:
A(t+At) -4

v_= lim
* At—0 At
3 2 2 3.3
— 4 lim 43 At+3t(At)+(At) —t _
At—0 At
2 2
+3tAt+(A .
= 4 tim SEBTIIAIHAL) _ 4y (324301 +(A1))=
At—0 Aot At—0

=3 4¢t*=3,000000 ms"'
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SVOJSTVA DERIVIRANJA
1.) i(a-f(x)—l—b-g(x))za-df(x)—l—b-dg(x>
dx dx dx

2) L p () g ()= g () () L8

)):df(g).dg(x)
dg dx

DERIVACIJE NEKIH ELEMENTARNIH FUNKCIJA

(Leibniz)

3) < flglx

_xn_n.xn—l _ex_ex
dx d x

: _ d '
Esm(x)—cos(x) Ecos(x)z—sm(x)

Primjer:
Nadite x-komponentu brzine Cestice kojoj x-koordinata
polozaja ovisi o vremenu ¢ kao

x(t)=a-t-sin(p+w-t)
RjeSenje:

v (t)=a-(3:¢°)sin(p+w-t)+at’-w-cos(p+w-t)




Cijela "filozofija" matematicke operacije deriviranja poc¢iva na
intuitivnom shvacanju kontinuuma, tj. da odredenu stvar,
stvarnu ili zamiSljenu, mozemo dijeliti ("mrviti") do beskraja
tako da ¢e nakon svakog dijeljenja opet neSto ostati od te stvari.
Naprimjer, mozemo pokuSati zamisliti trenutak vremena koji
zovemo "sada" 1 njemu najblizi sljedeci trenutak. Postoji 11 takav
najblizi sljedeci trenutak za kojeg bismo mogli re¢i "izmedu
sada i njemu najblizeg sljedeceg trenutka nije bilo vremena?
Vjerojatno ¢e svatko na to pitanje odgovoriti na sljedec¢i nacin:
"Kad ne b1 bilo vremena onda ne bi bilo ni trenutka".

Na sli¢an na¢in moZemo razmisljati o povlacenju pravca kroz
dvije tocke. Znamo da su samo dvije to¢ke dovoljne da bismo
odredili jednadZzbu pravca. MozZemo se zapitati, koliko te dvije
toCke mogu biti blizu jedna drugoj, a da ih joS uvijek
razlikujemo. Odgovor na to pitanje je da takva najmanja
udaljenost izmedu dviju to¢aka ne postoji—ma kako malu
udaljenost uzeli uvijek postoji jo§ manja. Dakle, postoji
vremenski 1 prostorni kontinuum. To nas potice da definiramo
posebnu matemati¢ku veliCinu, koja se zove infinitezimalni
element, kao po volji malu veliinu po apsolutnom iznosu,
koja je razlicita od nule. Tu infinitezimalnost nazna¢ujemo
slovom d ispred samo veli¢ine. Tako imamo infinitezimalni
pomak 7 infinitezimalni vremenski interval dt,
infitezimalni element volumena d7; itd. Bitno je primijetiti da
omjer dviju infinitezimalnih veli¢ina ne smijemo shvatiti kao
obiCan omyjer, jednostavno zato Sto ni brojnik niti nazivnik nisu
odredeni—oni su samo po volji mali, ali nisu 0. Iz toga slijedi
da definicija trenutne brzine

~Nd

- d
4

dt

nije obi¢an razlomak nego je posebna matemati¢ka operacija.
9
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Pitanje: Zasto krivulja prikazana na slici ne moze opisivati
gibanje materijalne Cestice?

x() 4

(—

JEDNOLIKO GIBANJE PO PRAVCU

To je gibanje s konstantnom brzinom. Jednadzbu toga gibanja
mozemo izraziti kao

5 (0)=7(t)=7,

Za vektor polozaja tada vrijedi:

dr(t)=v,dt

No, ovo nije obi¢na jednadzba, nego je to jednadzba koja
povezuje infinitezimalne veli¢ine, diferencijale. To je
diferencijalna jednadzba.

10
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Kako dobiti 7(¢), ako znamo d 7 (¢) ?

Pogledajte prvu jednadzbu na stranici 3. Ona kaze da je zbroj
svih pomaka izmedu pocetnog trenutka ?,1 krajnjeg trenutka
ty jednaka razlici krajnjeg 1 poCetnog polozaja. No, mi ovdje
zbrajamo po volji male pomake, diferencijale polozaja.

Da bismo dobili nesto kona¢no od neCeg beskona¢no malog
(al1 koje nije 0!), moramo tih beskona¢no malih veli¢ina

imati beskona¢no mnogo.

Takav 1zraz, beskona¢no mnogo beskonacno malih veliCina,
se simboli¢ki moze napisati kao neodredeni izraz 0-c0

S takvim 1zrazom moramo postupati na slic¢an nacin na koji
smo dosli do pojma derivacije. Intuitivno shvacamo da ce
spomenuti postupak biti obrnuti postupak deriviranja.

To se zove integriranje, 1 oznacava se simbolom

(=

Ako krajnji trenutak ¢, jednostavno oznacimo kao ¢,

a poCetni trenutak ?; preimenujemo u ¢, , onda obje strane
jednadzbe moZemo integrirati od #;, do po volji odabranog
trenutka . To se zove odredeni integral. Dakle,

11
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Prethodni izraz smo mogli jednostavno integrirati zato Sto
vektor v, , dakle vektor brzine, ne ovisi 0 vremenu, pa ga
smijemo izluciti ispred znaka integriranja. Nakon tog
izlu¢ivanja nam ostaje odredeni integral

jdtzt—to
Ly

Dakle, jednoliko gibanje po pravcu (kako znamo da je pravac?)
opisano je jednadzbom

7;(t>:;;(to)‘|"7o'(t_l‘o)

Graficki prikaz jednolikog gibanja po pravcu

12
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Po komponentama:
| A /
B : Z

Ukupni prijedeni put se dobije na slican nacin kao 1 ukupni
pomak. Naime

ds=|d F|=|v,|dt=s=|V,|(—1,)

Ovdje smo uzeli u obzir ¢injenicu da je ukupni prijedeni
put u po¢etnom trenutku jednak 0.

Vidimo da je s jednak 1znosu ukupnog pomaka. Buduci
da je iznos brzine konstantan, i ako izaberemo #,=0 ,

dobit ¢emo 1zraz g

v=—, v:|\70|
4

13
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Ovo je jedini slucaj kada vrijedi ova jednostavna veza
1zmedu prijedenog puta, brzine 1 vremena. Jedinstvenost se toga
oCituje u nepromjenjivosti iznosa brzine.

Buduci da je brzina vektorska veli¢ina, ona se moZe mijenjati
tako da joj 1znos bude stalno jedan te isti. To znaci da se
brzina moZe mijenjati samo po smjeru i orijentaciji. Tada za
iznos brzine v i prijedeni put s u vremenu ¢ vrijedi
jednostavan odnos v=s/t, ma kakav bio oblik puta. Ako je
put dio pravca, onda odnos v=s/f kaze da je brzina stalna i po
iznosu i po smjeru.

Pitanje:
MozZete 11 navesti primjer gibanja u kojem se brzina mijenja

samo po smjeru?

Odgovor:
Gibanje kazaljke sata.
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