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SNAGA
Premda moZemo obaviti odredent mehanicki rad koji, 1zrazen
koli¢inski u dzulima, mozZe biti jako velik ipak osjecamo da je
vrijeme utroseno za obavljanje utroSenog rada to krace sto smo
snazniji 1to dulje §to smo slabiji. Naprimjer, kada bismo htjeli
podici teret mase 1000 kg na visinu od 1 m, morali bismo
obaviti rad od 9810 J. To nije velika koliCina energije ako
prihvatimo podatak 1z "wikipedije", koji kaze da jedan "BigMac"
daje 2340 kJ , odnosno 2,34 MJ energije. No, obi¢ni ljudi ne
mogu podizati teret od 1000 kg jednostavno tako da ga zgrabe
1 podignu, ¢ak ni onda kada takav teret ima pogodan oblik da ga
mozemo ¢vrsto uhvatiti.
Zasto ne mozemo podi¢i teret premda imali 200 puta viSe
energije nego Sto samo podizanje zahtijeva?
Vise je ograni¢avajuc¢ih ¢imbenika u ljudskom tijelu koji
sprjecavaju 1 ono Sto je energetski moguce. Prvo, neovisno o
samoj koli€ini raspolozive energije, ljudsko tijelo ne moze
"proizvesti" silu iznad neke granice. Naprimjer, ne moze
"proizvesti" silu od 9810 N. Drugo, silu koju moze "proizvesti"
ne moze "proizvoditi" dovoljno brzo. Uglavnom, rije€ je o
vremenu u kojemu valja obaviti odredent mehanicki rad. Ta se
veliCina zove snaga. Sve ovo §to je reCeno o ljudskom tijelu
vrijedi jednako 1 za mehanicke naprave. Naprimjer, niti odredeni
elektromotor, ako nema dovoljno veliku snagu, ne ¢e moci
podizati odredeni teret premda mu je na raspolaganju energija
gradske elektri¢ne mreze, koja je neusporedivo veca od energije
ljudskog tijela.
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Snagu definiramo kao obavljeni rad u jedinici vremena:

dw
P(t)=""—
(¢) P

odnosno, ako je rije€ o prosjecnoj snazi, kao

_AW

PI=5

Ako je rije o gibanju materijalne Cestice pod djelovanjem sile
F trenutnu snagu mozemo izracunati kao

P(t)=F-v
Za gibanje okomito na smjer sile nije potrebna nikakva snaga.
Zaista, kad ne bi bilo sila trenja, vanjskih 1 unutarnjih,
automobili b1 se mogli gibati po vodoravnom tlu bez utroska
goriva---tro§ili b1 jedino dok bi se ubrzavali. Zasto?
Zato Sto b1 u takvom slucaju jedina preostala sila bila tezina
automobila, koja je okomita na vodoravni smjer te ne vrsi
nikakav rad.

Vazno je shvatiti da je rad definiran kao skalarni umnoZzak
dvaju vektora—sile 1 pomaka, pa je prema tome 1 snaga
potrebna za gibanje Cestice jednaka skalarnom umnosku brzine
1 sile koja je potrebna za odrzavanje te brzine.

Naprimjer, osoba koja radi teski posao obi¢no 1ma izlaznu
snagu (rad+oslobodena toplina) oko 500 W, za razliku od
prosjecnog automobilcic¢a koji ima snagu od 50 £, t;. 100 puta

vecu od Covjeka.
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Slikovito reCeno, snaga je brzina dostupnosti energije potrebne
za obavljanje odredenoga rada. Svaki osobni automobil moze
posti¢i brzinu od 100 km/h, ali prosjecni automobil¢i¢ moZe
postici tu brzinu za 13 sekundi, a Sportski automobili tu brzinu
dostizu za 4 sekunde ili manje. To je zato Sto Sportski automobili
imaju vecu snagu. Sli¢no je 1 sa Zivim stvorenjima. Mladi Covjek
ima brZe 1 Zustrije pokrete od starijeg Covjeka—razlika je u
snazi. U prirodi je pogodno promatrati jos jednu veli¢inu, a to

je snaga po jedinici mase. Ako tako gledamo onda mrav spada

u skupinu najjacih Zivih stvorenja, zato Sto moze baratati s
teretom Cija tezina viSestruko nadmasuje njegovu "osobnu"
tezinu.

Zadatak:
Koliku najmanju snagu mora imati dizalica da bi mogla teret
mase m=1000 kg dizati brzinom v=1 m/s ?

RjeSenje:
Dizalica mora svladavati tezinu tereta jednaku G=9810 N 1 drzati

brzinu tereta jednakom v. TraZena je snaga jednaka
P=G v=9810 W = 9,81 kW.

A kakav bismo odgovor dali na pitanje kolika mora biti snaga
dizalice da spusta isti teret jednakom brzinom?

U tom b1 slucaju dizalica morala "apsorbirati" rad 1zvrSen nad
njome u jedinici vremena, pa bi odgovor numeric¢ki bio jednak
kao 1 prethodnom slu¢aju. Naime, polazimo od pretpostavke da
odredeni stroj moze "apsorbirati" jednaku koli¢inu rada koliko
moze 1 "emitirati". Jasno je da u primjeru spustanja tereta
pomoc¢nu ulogu 1maju 1 odredene kocnice, pa bi u tom slucaju
snaga dizalice mogla biti 1 manja od potrebne snage za podizanje
tereta. 3
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SILA T POTENCIJALNA ENERGIJA

Sila je vektor, a potencijalna energija nije vektor. Pitanje je kako
mogu biti povezane dvije veliCine koje nemaju istu matematicku
narav?

Ako imamo gibanje samo u jednoj dimenziji, po jednom

pravcu na kojem polozaj Cestice oznacavamo s jednom
prostornom koordinatom x, onda moZemo promatrati slucaj
kada sila ovisi samo o toj koordinati, a ne 1 o brzini ¢estice niti o
trenutku 7. Tada drugi Newtonov zakon ima sljedeci oblik

(D)

Dobili smo diferencijalnu jednadzbu 2. reda, opcenito
nelinearnu jer sila moze ovisiti o prostornoj koordinati na vrlo
sloZen nacin. No, svaku funkciju jedne varijable moZemo barem
nacelno prikazati kao derivaciju neke druge funkcije po toj

1stoj varijabli:

dEpot<x)

d x @)

F(x)=—

Ako jednadZbu (1) pomnoZimo s brzinom, tj. s derivacijom
koordinate po vremenu, dobivamo

mdxdzx__dxdEpot
dt 44 dt dx 3)
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No, na obje strane jednadzbe (3) zapravo imamo derivaciju po
vremenu od nekih veli¢ina. Naime, imamo jednakosti

dldx\_,dxd’x d dxdE,(x) 4
dildt)| =2 di gr 0 @i Bl O=gr g @
Dakle, sada jednadzba (3) 1ima oblik

d|1 [dx\

di|2"\dr| TEml¥)|=0 (5)

Dobili smo jednakost koja kaze da je zbroj kineticke 1
potencijalne energije neovisan o vremenu, tj. da je ukupna
energija Cestice oCuvana. Time smo diferencijalnu jednadzbu
drugog reda, naime jednadzbu (1), sveli na diferencijalnu
jednadzbu prvog reda, naime jednadzbu (5).

U jednoj prostornoj dimenziji, kada sila ovisi samo o
prostornoj koordinati, uvijek mozemo drugi Newtonov zakon
prikazati u tom obliku. Taj oblik je narocCito prikladan za
kvalitativno 1 graficko prikazivanje gibanja Cestice u

polju potencijalne energije proizvoljnog oblika.
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Brzina Cestice ovisi o vremenu samo preko ovisnosti polozaja
o vremenu, tj. brzina je funkcija poloZaja. Ako ukupnu energiju
ozna¢imo s £ onda za brzinu v dobivamo

2(E-E ,,(x))

vzv(x):i\/

No, kakvo je gibanje u dvije 1 tr1 dimenzije?

Prvo, sila koja b1 opcéenito ovisila o dvjema 1li trima prostornim
koordinatama uopc¢e ne mora imati potencijalnu energiju.

Ako postoji potencijalna energija, onda se sila dobiva
derivacijama po prostornim koordinatama

OE .(x,y,z)
—_ pot
F.x,y,z) 5
OE . (x,y,z)
Fy<x,y,Z):_ ptﬁy
O0FE (x,v,z)
—_ pot
FZ('x’y’Z)_ aZ

Sto se krace moze napisati kao

ﬁz_VEpot('x’y’Z):

—— aEPOI(x’y’Z)'l?+aEpot(x’y’Z)}+aEp0t<X,y,Z)7€>
0x 0y 0z
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Kazemo da je sila negativni gradijent potencijalne energije.
Buduc¢i da gradijent skalarne funkcije ima smjer porasta
vrijednosti funkcije, to znaci da sila djeluje suprotno
orijentaciji porasta, tj. nastoji smanjiti potencijalnu energiju.
Gibanje u polju potencijalne energije uvijek znaci to:

sila ¢e uvijek biti suprotno orijentirana od porasta potencijalne
energije.

Sile koje se mogu izvesti iz potencijalne energije na opisani
nacin zovu se konzervativne sile. Rad tih sila uvijek ovisi samo
o krajnjim toCkama puta, a ne 1 o obliku puta izmedu tih tocaka.

Medutim, lako je naci primjer sile koja nema potencijalnu
energiju. Sve takve sile zovemo disipativnim silama, 1 one
uglavnom smanjuju ukupnu energiju cestice.

Trenje

U mehanici trenjem nazivamo prianjanje povrsine jednog
predmeta o povrSinu drugog predmeta. U tom se prianjanju
pojavljuje sila koja se suprotstavlja gibanju jedne povrsine po
drugoj. Iskustveno nam je jasno da ¢e 1znos te sile—sile trenja--
biti to veci Sto je veca sila koja pritiS¢e jednu povrSinu o drugu.
Naprimjer, kada hodamo po ledenoj povrSini onda nagonski
osjecamo da moramo hodati "sitnim" koracima ako nemamo
prikladnu obucu. Sli¢no tome, kada rukom Zelimo primiti neki
sklisk1 predmet nagonski ga nastojimo Sto jace stisnuti prstima.
Dakle, sila trenja je dijelom nasSeg svakodnevnog zZivota.
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Najjednostavniji opis sile trenja je sljedeci:

Iznos sile trenja razmjeran je iznosu sile koja pritiSée jednu
povrsinu o drugu.

To izrazavamo formulom

F._=uF

trenja pritiskanja

Primijetite da ova formula ne izrazava odnos izmedu dvaju
vektora nego samo odnos izmedu iznosa vektora.

Naime, sila trenja djeluje tangencijalno na povrsinu, a sila
pritiskanja okomito na nju. Te dvije sile---sila trenja 1 sila
pritiskanja—medusobno su okomite 1 zato ne mogu biti
razmjerne jedna drugoj kao vektori, nego samo mogu biti
razmjerni 1znosi tith dvaju vektora.

Veli¢ina p je ocito obi¢ni broj, kojega nazivamo faktorom ili
koeficijentom trenja. Taj broj ovisi o svojstvima povrsina koje
se dodiruju. Takoder, taj se broj moze razlikovati za iste
povrsine ovisno o tome gibaju li se povrsine jedna po drugoj 1l
medusobno miruju, pa tako govorimo o dinami¢kom odnosno
statickom koeficijentu trenja. Obi¢no je dinamicki koeficijent
trenja manji od statickog.
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Sile na kosini

F

Kada nema gibanja:

F,eia=G =Gsin(x)
R=G  =Gcos(x)

F._ . =uR

trenja
tj. odavde slijedi n=tan ()
Ako je gibanje niz kosinu, onda imamo:

F

trenja

:uGJ_

trenja
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odnosno

a=g(sin()—pcos(x))

Ako je gibanje uz kosinu, tj. kada imamo neku vucnu silu, kao
u slucaju automobila, onda sila trenja djeluje niz kosinu, pa
1mamo

ma=F . —G(sin(x)+ucos(x))
Sama ovisnost sile trenja, tj. njezina predznaka, o smjeru
gibanja izrazava ¢injenicu da ta sila nije konzervativna.
Primijetite da u ovim jednadZzbama tezina uvijek ima jedan
te 1sti smjer 1 orijentaciju, neovisno o smjeru gibanja, Sto
izrazava Cinjenicu da je rije¢ o konzervativnoj sili.

Sila trenja razmjerna brzini

Kad se tijela gibaju kroz fluid (zrak, voda...) na njih djeluje
sila trenja koja je po iznosu 1 smjeru razmjerna brzini tijela, a
suprotne je orijentacije od brzine. Dakle,

F,=—kv

Konstanta & ovisi o obliku tijela 1 svojstvima fluida (gustoci,
viskoznosti,..). Jednadzba gibanja tijela pod djelovanje te sile 1,
recimo, teZine tijela bit ¢e jednaka:

a’v

S
PR

10
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Vidimo da jednadzba gibanja ima rjeSenje oblika

S Mo
v=— o=konst.
kg

Ova se brzina zove terminalna brzina. Ako bismo jednadZzbom
gibanja opisivali gibanje padobranca, onda je terminalna brzina
ona kojom padobranac (pozeljno je s otvorenim padobranom)
padne na tlo. Omjer mase 1 koeficijenta & utjeCe na terminalnu
brzinu. U fluidu, gdje postoji sila trenja, u blizinu Zemljine
povrsine ne padaju sva tijela jednako. Njihova brzina padanja
ovisi o njihovoj masi.

Opce rjeSenje jednadzbe gibanja dat ¢e nam tzv. balisticku
krivulju, koja se bitno razlikuje od idealnog kosog hitca.

Primjer:

Dvije geometrijski posve jednake kuglice 1stodobno s iste
visine 1znad tla po¢nu slobodno padati. Uzmimo da je visina
dovoljno velika da obje kuglice dostignu svoje terminalne
brzine. Buduci da se kuglice gibaju kroz isti fluid, naime zrak,

1 da su geometrijski posve jednake, to znaci da je koeficijent

k jedan te isti za obje kuglice. Omjer terminalnih brzina kuglica
bit ¢e jednak omjeru njithovih masa, Sto znaci da Ce teza kuglica
doc¢i prije do tla 1 s ve¢om brzinom nego laksa kuglica.

11
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Primjeri nekih konzervativnih sila

1.) U makrosvijetu kao 1 u mikrosvijetu jako se Cesto pojavljuje
elasticna sila. U tr1 dimenzije ta sila moze biti izotropna kao 1
anizotropna. Potencijalna energija u kartezijevim koordinatama
opcenito 1ma oblik:

V(x,y,z)Z% kxxz—l—kyyz—l—kzz2

gdiesuk, , k, , k. neke elasticne konstante. Ako je sila

1zotropna onda su sve te tri konstante jednake.

2.) Cesto se pojavljuju i tzv. centralnosimetriéne sile, a to su
one koje ovise samo o udaljenosti » od odredenoga sredista.
To su:

a) gravitacijska potencijalna energija

m,m
Vr)=—G lr 2 r=\/x2-|—x2-|—22

b) elektrostatska potencijalna energija

V(I”):k%rqz ’ r=\/x2+y2+22

c) Meduatomska (medumolekulska) sila opisana
Lennard-Jonesovom potencijalnom energijom

Vi(r)=V,

12
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Ravnoteza krutog tijela

Do sada smo se bavili dinamikom materijalne tocke. Pri tome
je materijalna tocka sluzila kao i1dealizacija bilo kojeg tijela.
Za razliku od materijalne toCke, kruto tijelo je idealizacija u
smislu nepromjenljivosti oblika tijela pod djelovanjem sila
na njega.

Kad sile djeluju na tijelo, djeluju u nekim tockama tijela, koje
zovemo hvatiStima sila. Svaka sila ima svoje hvatiste. Tijelo
¢e biti u ravnotezi ako je zbroj sviju sila Sto djeluju na njega
jednak 0. No, to nije dovoljno. Za razliku od materijalne tocke,
tijelo se moZe okretati oko neke osi. To je okretanje takoder
gibanje, premda se tijelo u cjelini ne giba nikamo. Da bismo
1zrazili zahtjev da nema ni okretanja, moramo momente sviju
sila izjednaciti s 0.

A

13
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Uvjeti ravnoteze krutoga tijela su:

F,=0, YrXF=0

i=1 i

M=
=

Moment sile

Zasto je moment sile, koj1 je jednak vektorskom umnosku sile

1 vektora polozaja tocke u kojoj sila djeluje, vazna veli¢ina?
Postoji formalan ali 1 vrlo vazan razlog za to:

za moment se sile moze definirati drugi Newtonov zakon
upravo kao i za samu silu.

Naime, po drugom je Newtonovu zakonu sila jednaka derivaciji
zaleta (koliCine gibanja) po vremenu:

- d 2’9
==
dt
Ako ovu jednadZbu pomnoZimo vektorski s vektorom polozaja,
dobit ¢emo:

> L o2 o d(mV)_dmFxv)_dL
M=rXF=rX Ir - dq 7

gdje je
L=mrXv

zamabh 1ilit1 kutna koli¢ina gibanja.

14
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