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Priblizne metode u kvantnoj mehanici Racun varijacije

Racun varijacije

U kvantnoj je mahanici operator hamiltonijana najvaznija velicina. Baza se
apstraktnog vektorskog Hilbertovog prostora odreduje kao vlastita baza
operatora hamiltonijana. U toj se i takvoj bazi odreduju matri¢ni elementi
sviju ostalih fizickih veli¢ina, odnosno pripadajuéih operatora. Operator
hamiltonijana H, tj. operator ukupne energije, mora biti ograni¢en odozdo,
tj. mora postojati najniza energija Ey i odgovarajuci vektor | Wy) takav da
vrijedi H | W) = Eg | Wo). Slicno vrijedi i za ostale bazne vektore. Zato
¢emo bazne vektore poredati po rastucoj energiji, tj. za bazne vektore

| W,) za n=0,1,2,... imamo vlastite vrijednosti Eg < E; < E;... takve da
vrijedi H | V,,) = E, | V,,). Ovdje valja razumjeti da broj n sluzi samo kao
pokazivac vlastitoga vektora, a sam vlastiti vektor moze imati i dodatne
kvantne brojeve. Naime, vlastita stanja mogu biti degenerirana, a vlastiti se
vektor degeneriranoga stanja moze shvatiti kao linearni spoj sviju vektora
koji pripadaju tom degeneriranom stanju. Medutim, za sva je ta stanja broj
n jedan te isti, tj. ista je vlastita vrijednost E,.
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Racun varijacije

Spomenuti vlastiti vektori Cine ortonormiranu bazu, tj. vrijedi

(W, | Vi) = 0pm. Bilo koji vektor W), za koji vrijedi (W | W) i koji ima
jednaka opca svojstva kao i bazni vektori | W,) za n=0,1,2...
mozemo reci da se moze prikazati kao linearni spoj baznih vektora:

V)=V (1)
n=0

Uvjet normiranosti vektora | W) povlaci sljede¢i uvjet na koeficijente cj:

o0

(V|v) = Z Crem(Wn | V) = Z | cn P=1 (2)
n=0

n,m=0

Buduéi da vektor | W) nije vlastiti vektor hamiltonijana H, mozemo samo
izraCunati prosjecnu energiju stanja opisanoga tim vektorom. Pri tome
uzimamo u obzir da su vektori | W,) vlastiti vektori hamiltonijana i da tvore
ortonormiranu bazu. Tako dobivamo sljede¢u jednakost:

13. predavanje 9. sijeEnja 2012. 4/ 18
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Racun varijacije

E=(V|H|V) = chmm Vo | Vi) =D | PEn (3)
n=0

n,m=0

U jednakost (3) uvrstit éemo uvjet normiranosti (2) i dobit ¢emo sljedecu
jednakost:

E=E+ Y |cnl (En—Eo) > E (4)

n=1
Dobili smo rezultat koji kaze da je prosjecna energija E bilo kojega stanja
sigurno visa od energije osnovnoga stanja Ey. Sto mislimo pod opéim
svojstvima baznih vektora? Prije svega tu mislimo na rubne uvjete, zato Sto
su upravo rubni uvjeti odlucujuéi za odredivanje energijskoga spektra. To
znadi da podrazumijevamo da i vektor | W) takoder zadovoljava te rubne
uvjete. Ako to ne bi bio slu¢aj, onda razvoj (1) ne bi imao nikakvoga
smisla. To znaci da bi takav vektor stanja, ako bismo zanemarili njegova
op¢a svojstva, mogao dati nizu energiju od energije osnovnoga stanja.
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Pod op¢im svojstvima vektora | W) takoder mislimo i na simetriju koju
vektor moze imati zato 5to polazni hamiltonijan H ima odredenu simetriju.
Naprimjer, vektor stanja moze biti predocen parnom ili neparnom funkcijom
prostornih varijabli zato Sto je hamiltonijan H parna funkcija tih varijabli.
Dakle, op¢a se svojstva vektora stanja opisati sljede¢im stavkama:
© Rubni uvjeti
@ Simetrija hamiltonijana
© Nesto tre¢e. Naprimjer, Paulijevo nacelo.
Ovo sto smo do sada opisali odreduje bit metode varijacije. Ta se metoda
sastoji od sljede¢ih postupaka:
© Izgradimo vektor stanja u skladu s njegovim opéim svojstvima. Taj ée
vektor stanja sadrzavati odredene parametre o, 3, .... U
najjednostavnijem slucaju mozemo izgraditi vektor stanja koji nema ni
jedan slobodni parametar.
@ Izracunamo prosjecnu energiju. Ta ¢e veli¢ina biti odredena funkcija
slobodnih parametara koji opisuju vektor stanja.

Vladimir Danani¢ () '13. predavanje " 9. sijeénja 2012. 6/18



Priblizne metode u kvantnoj mehanici Racun varijacije

Racun varijacije

© Numerickim postupkom nadimo minimum energije kao funkcije
slobodnih parametara. Vrijednost te funkcije u toéci minimuma daje
nam pribliznu vrijednost energije osnovnoga stanja.

Ovu ¢emo metodu ilustrirati na primjeru koji znamo egzaktno rijesiti, tako
da priblizni rezultat za energiju osnovnoga stanja mozemo usporediti s
njezinom tocnom vrijedno3cu.

Zadatak:

Cestica se nalazi u jednodimenzijskoj neprobojnoj potencijalnoj jami u
prostoru —5 < x < 5. Metodom varijacije izracunajmo energiju osnovnoga
stanja Cestice.

Rjesenje:

Egzaktne valne funkcije i energijski spektar cestice su:

2 h2 2,2
U = Zan (T TTY g BT 1o

2 2ma?
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Vektor stanja, tj. valnu funkciju, trazit éemo u skupu polinomnih funkcija
varijable x. Vidimo da hamiltonijan Cestice, koji se sastoji samo od
operatora kineticke energije, ima simetriju. Naime, neprobojni zidovi jame
smjesteni su simetricno oko x = 0. To znadi da valne funkcije moraju biti
parne ili neparne funkcije varijable x. Za valnu funkciju osnovnoga stanja
ocekujemo da ¢e biti parna funkcija od x, tj. imat ¢e istu parnost kao i
hamiltonijan. Najjednostavniji polinom koji ima nul-tocke x = £3 je
polinom drugog stupnja, tj. parabola. Dakle, za valnu funkciju osnovnoga
stanja izabrat ¢emo funkciju Wo(x) = N H - (X)ﬂ. Odredimo konstantu

a
normiranja N:

+2 +

N2/ [i - (:)de = N3

NIR

1 L, sa » 30
[4—x}dx—N3O—1:>N—a

Nlw
NI
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Vidimo da valna funkcija Wo(x) = /32 H — (2)2} nema slobodnih

parametara. Preostaje nam samo izraCunati prosjecnu vrijednost energije:

+3

Eo:<wo|H|wo>:f;/<d“’jx(X))2dx=

NlY

1
2

K2 304 5 K2
_2maa/x dx = 2ma2.10

N

Egzaktna je vrijednost energije osnovnoga stanja Eeg, = %Wz. Relativna
pogrjeska e izmedu priblizne i egzaktne vrijednosti jednaka je

_ 2
= fofez _ 10-7° ~ 0,013 = 1,3%.

E egz
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Ako bismo htjeli preciznije izraunati energiju osnovnoga stanja, onda
bismo u valnu funkciju morali dodati barem jo3 jedan dio. Najjednostavniji
dodatak, u skladu s op¢im svojstvima, moguce je ostvariti tako da
prethodnu valnu funkciju, koja uopée nema slobodnih parametara,

pomnozimo s funkcijom 1 + « (2)2 Tako dobivamo sljedecu probnu valnu
funkciju osnovnoga stanja:

v =1+ (2)7] [1- ()]

Ova valna funkcija ima jedan slobodni parametar, naime parametar a.
Konstantu normiranja moramo takoder shvatiti kao funkciju od «. |z uvjeta
normiranja dobivamo jednakost

y2 L 10080

" a2a2 + 24a + 336
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Reu v
Racun varijacije
Prosjecna energija jednaka je

1

2 2
1 R 2(8ax? —a+4 2 6 (11a? + 56a + 560
Eo(a) = N?a —h /X (ax a ) dx = n ( @ @ )

a22m 4 2ma? o2+ 24a + 336

1

2
Minimum energije dobijemo minimiziranjem funkcije Eg(c), $to nam
odreduje i parametar «. Tako imamo:
dEo(e)  h? __ 13a%+3920+336
do 2ma?”" (a2 + 24a + 336)°

Iz ove jednadzbe dobijemo dvije vrijednosti parametra «, no samo za jednu
od tih vrijednosti funkcija Eyp(c) ima minimum. To je

O = iy = 10VI33-196 0 88709088,

Vrijednost energue u toj tocci Jednaka je

2 \/ _
Eo((ctmin) = 5z RHAVIBATE0 o I 9, 860749621
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Relativna pogrjeska u izracunu energije sada je jednaka

€ ~ 0,000015 = 0,0015%. Ovakvu je preciznost moguce jednostavno
posti¢i zato 5to je polazni problem jednostavan. Kao zanimljivost povezanu
s ovim primjerom, mozemo re¢i da smo zapravo definirali numericku
metodu za odredivanje kvadrata broja 7.

Postavlja se pitanje moze li se opisana priblizna metoda primijeniti i za
izraCunavanje energije pobudenoga stanja, a ne samo osnovnoga? Odgovor
na to pitanje je potvrdan. A sada ¢emo opisati kako se to moze uciniti.
Vratimo se na pocetak, tj. na prikaz vektora stanja (1) u vlastitoj bazi
hamiltonijana H. Tu bazu ne znamo konkretno izraunati (tj. ne uvijek) ali
znamo da ona postoji. Prvo 5to je potrebno da bismo primijenili metodu za
izraCunavanje energije prvoga pobudenoga stanja E; je da u spomenutom
razvoju nema vektora osnovnoga stanja. Kako ¢emo ga izbaciti iz toga
razvoja? To ¢emo udiniti tako da uzmemo vektor osnovnoga stanja, kojega
smo nekako ve¢ izracunali, i onda samo postavimo uvjet da je vektor stanja
okomit na vektor osnovnoga stanja.
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U nasem je primjeru jednostavno naci probnu valnu funkciju prvoga
pobudenoga stanja. Naime, valna je funkcija osnovnoga stanja parna
funkcija varijable x. Svaka ¢e neparna funkcija biti okomita na nju, tj.
sigurno vrijedi simbolicka jednakost (W peparna | Wparna) = 0.
Najjednostavnija neparna funkcija od x, koja zadovoljava zadane rubne

uvjete, jednaka je:
x |1 X\ 2
Vilx) = N7 [4 -(3) ]

L?, a energija E; = %41. Egzaktna

.. .. .. 2
vrijednost energije prvoga pobudenoga stanja je Ej g, = 2%2 472
. . . _ 472 .- .
Relativna pogrjeska je e = #=4™ ~ 0,039 = 3,9%. Vidimo da relativna
. . 471— ' . . . . .
pogrjeska raste s razinom energije $to ju zelimo izracunati. To znadi da
¢emo uvijek lak3e posti¢i vecu preciznost za energiju osnovnoga stanja nego

za energiju bilo kojeg viseg energijskog stanja.
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Racun varijacije

Operacija zrcaljenja x — —x u navedenom primjeru razdvaja stanja, tj.
stanja razli¢itih pariteta (parna i neparna) medusobno su okomita zbog
same te simetrije. To znadi da ih u raCunu varijacije mozemo tretirati
nezavisno jedne od drugih. No, drugo pobudeno stanje takoder je parno
kao i osnovno stanje. Da bismo izabrali dobru probnu valnu funkciju za
drugo pobudeno stanje W5(x), moramo zahtijevati da je ta funkcija
okomita na vec¢ izraunatu funkciju osnovnoga stanja Wo(x). Taj je uvjet
posredno povezan s minimizacijom energije osnovnoga stanja. Konkretno
to znadi ovo. Ako za valnu funkciju osnovnoga stanja izaberemo ma i
najjednostavniju valnu funkciju, valna ¢e funkcija drugoga pobudenoga
stanja morati imati barem jedan dodatni parametar kojega odredujemo iz
uvjeta (W, | Wo) = 0. Taj uvjet oCito nema nikakve veze sa minimizacijom
energije drugoga pobudenoga stanja, nego samo znaéi u kojem ¢emo
smjeru u apstraktnom Hilbertovom prostoru birati odgovarajuce probne
valne funkcije za drugo pobudeno stanje. Parne i neparne funkcije ve¢
imaju nezavisne smjerove u Hilbertovu prostoru zbog same svoje simetrije.
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Racun varijacije. Helijev atom

Helijev se atom u neutralnom stanju sastoji od dva elektrona u vezanomu
stanju oko atomske jezgre naboja +2e. Zanemarimo li gibanje jezgre, koja
ima neusporedivo vecu masu od mase elektrona zajedno, mozemo kao
hamiltonijan toga sustava uzeti operator:

4 l—)’% ,—)’% 2e/2 26/2 e/2

_ Py 2e7 5
2m+2m n r2+\?1—?’2| (5)

U jednadzbi su (5) p;1, p2 operatori kolicine gibanja elektrona “1" odnosno
“2" i, > su pripadajuci operatori polozaja elektrona, €’? = k.e?, a m je
masa elektrona. Pri tome r; =| 11 | odnosno r, =| > |. Prva su dva ¢lana u
hamiltonijanu (5) operatori kineticke energije elektrona, druga su dva ¢lana
potencijalne energije elektrona u polju jezgre, a peti je ¢lan potencijalna
energija elektrostatskoga odbijanja elektrona. Buduéi da trazimo energiju
osnovnoga stanja i da je helijev atom sli¢an vodikovu atomu u smislu
postojanja samo jednoga elektrostatskoga potencijalnoga sredista, to nam
daje naputak kako ¢emo izgraditi najjednostavniju probnu valnu funkciju.
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Racun varijacije. Helijev atom

Probna valna funkcija osnovnoga stanja helijeva atoma neka ima sljedeéi
oblik:

Wo(R1, 72) = Ne™2(n+72)
gdje je « varijacijski parametar. Za konstantu normiranja N dobivamo
jednakost:

2 _ a®
 4(4m)2
Nadalje, za derivacije valne funkcije imamo sljedec¢e jednakosti:
- oo a - - S a, S
ViVo(r, 1) = —Enl\lfo(fl, n), VaVo(r,n) = —Enzwo(rl, )

Naravno da ¢e prosjecne kineticke i potencijalne energije u polju jezgre za
svaki elektron biti jedne te iste. Tako za prosjeénu energiju dobivamo izraz:
h2 2

E(a) = moﬁ —2¢”%a + % la (6)
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Racun varijacije. Helijev atom

gdje je I integral koji ima svoju numericku vrijednost i jednak je:

+1

F 7 —(x1+x2)
:/dxl/dxz/d XXz :2
0 0 —1

x1 + X — 2x1x0y

Dakle, energija je kvadratna funkcija parametra a:

h? 27¢"
E(a) = —a? —
() am“ 16
Minimalna je vrijednost ove energije Ep,i, = —77,46 eV/. Eksperimentalna

je vrijednost jednaka —79 eV. Racun daje relativnu pogrjesku 2%. lzvrstan
rezultat s obzirom na jednostavnost probne valne funkcije.

Vladimir Danani¢ () 13. predavanje

9. sijeénja 2012. 17 / 18



Zadatci

@ IzraCunajte najjednostavniju polinomnu probnu valnu funkciju drugoga
pobudenoga stanja Cestice u neprobojnoj potencijalnoj jami Sirine a
ako za valnu funkciju osnovnoga stanja uzmemo najjednostavniji
polinomni oblik.

@ IzraCunajte energiju osnovnoga stanja jednodimenzijskoga

.o . .. .. 2,2
harmonickoga oscilatora s potencijalnom energijom V(f) = X
tako da za probnu valnu funkciju uzmete W(x) = Ne=z Xl gdje je o

varijacijski parametar.

© Ako za neutralni litijev atom u osnovnom stanju uzmemo probnu valnu
. 5 o o _a . . . ..
funkciju W(r, 2, 13) = Ne 2(ntr2+13) Lolika ¢e biti energija
osnovnoga stanja?
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