Peti seminar iz kvantne kemije s rjeSenjima

1. Izvedite jednadZzbu za energijski spektar vezanoga stanja c¢estice
u polju potencijalne energije
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Pretpostavimo da predoéena potencijalna energija opisuje medu-
djelovanje dviju vodikovih molekula. Kolika mora biti najmanja
Sirina potencijalne jame da bi molekule mogle tvoriti vezano sta-
nje ako je dubina potencijalne jame V[, = 0,02¢V 7

Rjesenje:

V() Valnu ¢emo funkciju ¥(z) podijeliti na
dva dijela, Ur(x) i ¥r7(z), u skladu s
opisom potencijalne energije prikazane
na slici. Za vezana je stanja energija
niza od 0 i visa od —Vp, tj. —Vp <
E < 0. Zato ¢emo energiju E pisati
— kao E = —|E|. U podrudju I staci-
onarna Schrédingerova jednadzba ima
‘/0 oblik:
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Budué¢i da mora vrijediti rubni uvjet ¥;(0) = 0, za rjeSenje jednadZzbe
(1) uzimamo funkciju ¥;(x) = Asin(kz). U podru¢ju II Schrédingerova
jednadzba ima oblik:
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Buduéi da valna funkcija mora biti normalizabilna, rjeSenje jednadzbe (2)
ne smije sadrzavati eksponencijalno rastuéi dio e"*, tako da ¢emo uzeti
rjeSenje Wyr(z) = Be™"*. Sada jo§ moramo funkcije ¥y (z) i ¥;(x) glatko
spojiti u to¢ci = a. To nam daje sljedeéi sustav jednadzbi:

Asin(ka) = Be™ "
kAcos(ka) = —kBe™ "¢ (3)



Dijeljenjem dviju jednadzbi u sustavu (3) dobivamo sljede¢u jednadzbu:
ksin(ka) + k cos(ka) =0 (4)

U jednadzbi je (4) energija E jedina varijabla—energija je korijen, ili nul-
tocka, odredene funkcije zadane jednadzbom (4). U ovisnosti o parame-
trima Sto odreduju potencijalnu energiju, dubini jame V{ i njezinoj Sirini
a, korijen jednadzbe (4) ne znamo izraziti s pomocu elementarnih ma-
tematickih funkcija, ali mozemo tu jednadzbu prikladnije parametrizirati
tako da ju svedemo na §to jednostavniji oblik. U tu svrhu primijetimo da
veli¢ina k mora biti pozitivna i ve¢a od 0, i da se valni vektor k moze, bez
smanjenja opcenitosti, smatrati pozitivnim. Naime, jednadzba (4) ostaje

nepromijenjenom ako stavimo zamjenu k — —k. Takoder mozemo vidjeti
2

da vrijedi jednakost (ka)? + (ka)? = % = £2, gdje je € parametar

jakosti potencijalne jame. Ta nam jednakost i pozitivnost veli¢ina veli¢ina

ki k omogucuju parametrizaciju k i £ s pomoc¢u kuta 0 < # < 5 na nacin:
ka = Esin(f) , ka = £ cos(H) (5)

S tom parametrizacijom jednadzba (4) dobiva razvidniji oblik:
sin (6 + &sin(f)) =0 (6)

Formalno rjesenje k = 0 jednadzbe (4) predo¢uje trivijalno rjesenje ¥(z) =
0 Schrédingerove jednazbe, pa ga zato ne ¢emo uzimati u obzir. Zato je i
stavljeno da vrijedi 8 > 0. No, rjeSenja jednadzbe (6) moZemo napisati u
obliku:

0, +&sin(0,) =nm, n=1,2,.... (7)
Jednadzba (7) predstavlja kvantizaciju energije E:
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Razmatranjem jednadzbe (7) lako dolazimo do ¢injenice da ta jednadzba
nema realnoga rjeSenja ako je § < 5. Naime, funkcija sinus ne moZe biti
veca od 1, a kut ¢ ne moZe biti jednak ili ve¢i od 5. Da bi osnovno stanje s
n = 1 moglo postojati, mora vrijediti £ > 7. Ako ne vrijedi taj uvjet tada
u toj i takvoj jami ne moze nastati vezano stanje. Za dvije molekule vodika
H,, umjesto mase molekule uzet éemo njezinu reduciranu masu, koja je
jednaka polovini mase molekule, tj. priblizno je jednaka masi protona.
Tada iz uvjeta £ > 7 dobivamo:
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Istim razmatranjem moZzemo zakljuciti da za vrijednosti parametra & u
granicama w <éE< (2”%)” postoji n vezanih stanja. Ovaj primjer
pokazuje jos jednu posebnost kvantne mehanike, a ta je da vezano stanje
ne mora uvijek postojati onda kada moze postojati po klasi¢nom shvaca-

nju. Naime, po klasiénom bi shva¢anju uvijek moglo postojati stanje takvo



da Cestica miruje na dnu potencijalne jame. Rezultat kvantne mehanike
je da takvo mirovanje ne postoji, te da ako dubina i Sirina potencijalne
jame nisu dovoljno veliki onda uopée ne postoji vezano stanje. Kazemo
da kvantne fluktuacije, uobli¢ene u Heisenbergove relacije neodredenosti,
sprjeCavaju apsolutno mirovanje. Zaista, ako bi se estica nalazila u ve-
zanom stanju u jami dubine Vj i Sirine a, po relacijama neodredenosti
njezina bi koli¢ina gibanja morala biti jednaka otprilike p = %, tj. po de
Broglievoj relaciji Sirina jame morala bi biti jednaka barem polovini valne
duljine. To znaci da bi ¢estica morala imati kineti¢ku energiju jednaku ot-
prilike 8:1%. Da bi ukupna energija bila negativna, $to je uvjet za vezano
stanje, morala bi kineticka energija biti manja od Vo (tj. Exin — Vo < 0).
To znaci da bi moralo vrijediti a > 2\/#7% No, taj se uvjet nebitno raz-
likuje od veé izvedenoga uvjeta. Buduéi da smo uzeli grube procjene na
temelju Heisenbergovih relacija neodredenosti, ne mozemo oc¢ekivati to¢an
broj¢ani mnozitelj ispred cijeloga izraza za najmanju Sirinu a.

. Izvedite jednadZzbu za energijski spektar vezanoga stanja Cestice
u polju potencijalne energije
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Rjesenge:
Vi(x), Potencijalna energija, prikazana na slici,

dijeli prostor na cetiri dijela. U skladu
Uy(z) Urp(z) | Orp(@) Uy () S timeﬁpodijeljena jei valpa funkcija.
Energija E vezanoga stanja mora za-
dovoljavati uvjet =V < £ < 0. U po-
drudjima I i I'V vrijedi Schrodingerova
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U podruégjima 17 i 111 Schrédingerova
jednadzba je:
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Rjesenja jednadzbi (10)-(11) ne moZzemo izraziti s pomoc¢u elementarnih
matematickih funkcija, ali ih prikladnim zamjenama nezavisne varijable



x = —az — [ u jednadzbi (10) te x = aw + § u jednadzbi (11), moZzemo
svesti na diferencijalnu jednadzbu Airyjevih funkcija Ai(z) i Bi(x):

1)~ () =0, 2= 2P (12)
tor(w) = wpp(w) =0, w=" ; b (13)
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Airyjeve su funkcije dva linearno nezavisna rjeSenja diferencijalne jed-

nadzbe y”(x) — zy(x) = 0. Sada éemo napisati rjeSenja Schrodingerove
jednadzbe:

Uy (z) = Aer® (14)
Uy r(x) = AsAi(z) + ByBi(z) =
= AAi <xaﬁ> + B,Bi <xa ﬂ) (15)
Uyrr(z) = AsAi(w) + BsBi(w) =
= AsAi <x;ﬂ> + B3Bi (""”;5) (16

\I’[\/(iL') = Be™"* (17
Uvjeti glatkoga spajanja valne funkcije u totkama r = -5, r =0iz = §
dat ¢e homogeni sustav od Sest jednadzbi sa Sest nepoznanica, A, As, Bo,
Az, B3y i B. Da bi taj sustav imao netrivijalno rjeSenje, tj. rjeSenje u
kojemu nisu sve spomenute nepoznanice jednake 0, mora determinanta
sustava biti jednaka 0. Ta determinanta ovisi o energiji na vrlo slozen
nacin, tako da rjeSenje jednadzbe Determinanta = 0 ne mozemo izraziti
na jednostavan na¢in s pomoc¢u elementarnih matematickih funkcija, nego
moramo rjeSenje, tj. korijene te jednadzbe, traziti numerickim metodama.
To je opéenito tako u slu¢ajevima kada valnu funkciju znamo po dijelo-
vima, pa onda imamo uvjete glatkoga spajanja u odredenim to¢kama. No,
u slu¢aju Sto ga razmatramo imamo potencijalnu energiju koja je parna
funkcija od varijable x, tj. V(—x) = V(z). Tada znamo da i valna funk-
cija mora biti parna, ili neparna. U slikovitom izrazavanju mozemo re¢i da
je “visina” vlastite energije F jednodimenzijske Schrédingerove jednadzbe
povezana sa sloZzeno§éu vlastite funkcije (pod “slozenoséu” se misli na broj
nul-to¢aka vlastite funkcije). Sto je energija viSa to je vlastita funkcija
slozenija. Osnovno stanje ima najnizu energiju. Po spomenutom bi pra-
vilu vlastita funkcija osnovnoga stanja morala biti parna, zato Sto neparna
funkcija ima barem jednu nul-toc¢ku, naime z = 0. Jedino parna funkcija
ne mora imati nul-tocke. Uzimajuéi u obzir spomenute ¢injenice, koje su
uobli¢ene i u odredenim matematickim teoremima, mozemo uvjete glat-
koga spajanja bitno pojednostavniti, tako da na valnu funkciju nametnemo
uvjet parnosti, ili neparnosti. Operacija pariteta, kojom x zamjenjujemo s
—x, podrudje I zamjenuje s podru¢jem IV i obrnuto, a podrudje I1 zamje-
njuje s podruéjem I11 i obrnuto. To znadi da za parnu valnu funkciju mo-
ramo imati sljedeée jednakosti: Ur(—z) = Uy (z) i Urr(—z) = Urrr(2).



Iz tih jednakosti slijede sljedec¢e jednakosti: A = B, Ay = A3 i B, = Bs.
Nadalje znamo da je derivacija parne funkcije neparna funkcija. To znadi
da mora vrijediti jednakost ¥/;(0) = ¥%;;(0) = 0. Taj nam uvjet daje
sljede¢u jednakost:

AgAi/ <_6> + BQBi/ (_ﬁ> =0 (18)
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S pomocu jednadzbe (18) i prije spomenutih jednadkosti, dolazimo do
zakljucka da amplitude Ay, Az, Bo i B3 imaju sljedeéi oblik:

Az = Ay = CBY <_5)
(0%

By = By = —CAY (‘5)
(0%

gdje je C' odredena amplituda. I sada jo§ samo moramo glatko spojiti
funkcije Wrrp(x) i Uy (x) u toéei = §. To ¢e nam dati sljedeci sustav
jednadzbi:
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Dijeljenjem jednadzbi (19) i (20) amplitude A i C' ée se pokratiti i ostat
¢e nam samo jednadzba za energiju, koja je sadrzana u veli¢inama (i .
To ¢e biti jednadzba za energijski spektar parnih stanja (valnih funkcija).
Na sli¢an nacin izvodimo jednadZbu za energijski spektar neparnih stanja.

3. Prevedite diferencijalnu jednadzbu y” + 2y’ + by = 0 u oblik sta-
cionarne Schrédingerove jednadzbe.
Rjesenje:
Jednadzba ima opéi oblik y" + p(x)y’ + q(z)y = 0, gdje je p(x) = % i

q(z) = b. Uvrstimo li zamjenu y(x) = e~ 2 p(m/)dx,w(sc) dobit é¢emo:

y(z) = 6_% I3 p(a:/)dx’w(l,) _ 6_% Jao %dx,w(fﬂ) = 6_% ln(%)’w@f) =

~(5) o

pa ce diferencijalna jednadzba za funkciju w(x) imati oblik:

W (z) + (q<x> L) - ;p'm) w(z) =0 =
2
w’ (x) + (b f? + ;;) w(z) =0=

w”(z) + <b+ ;Z) w(z) =0

Vidimo da diferencijalna jednadzba za funkciju w(x) ima oblik stacionarne

Schrédingerove jednadzbe. Pri tome je parametar b razmjeran energiji

Cestice u polju potencijalne energije V() o< 2.



