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Kutna koli¢ina gibanja

U klasi€noj je mehanici dinamika vrtnje tijela opisana promjenom kutne
koli¢ine gibanja [=7x p. Da bismo vrtnju tijela opisali i kvantnomehanicki
moramo uzeti kineticku energiju vrtnje (hamiltonijan za “slobodni rotator”)
i pripadajuce velic¢ine kvantizirati, tj. prevesti ih u operatore. Promatrajmo
tijelo kojemu srediste mase miruje, a tijelo se vrti oko osi koja prolazi
njegovim sredistem mase (tezistem). Buduéi da je energija tijela koje se
slobodno vrti oko svoje osi razmjerna kvadratu njegove kutne koli€ine
gibanja, dovoljno je prouciti kvantizaciju kutne koli¢ine gibanja i vidjeti koje
su moguce njezine vrijednosti, a time i energije tijela. Ako tijelo ima
moment tromosti / pri vrtnji oko odredene osi 5to prolazi njegovim tezistem
i kutnu kolicinu gibanja L, tada je njegova energija E jednaka
[2

E= 57 (1)
Energija E, zadana jednadzbom (1), potpuno je slicna energiji slobodne
Cestice £, = P Medutim, u klasi¢noj mehanici sve sastavnice vektora L

2m’
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Kutna koli¢ina gibanja

medusobno komutiraju. No, hoce li to ostati tako ako sastavnice vektora L
zamijenimo odgovarajuc¢im operatorima? Prisjetimo se da zamjena vektora
P u “obi¢noj" (translatornoj) kinetickoj energiji operatorima ne mijenja
spektar kineticke energije slobodne Eestice jednostavno zato sto sve
sastavnice vektora p medusobno komutiraju éak i nakon njihove zamjene s
operatorima. Energija slobodne estice jednako je kontinuirana u kvantnoj
kao i u klasi¢noj mehanici. No, Eestica koja se vrti nije sasvim slobodna
zato Sto se mora gibati po odredenoj kruznici. Njezina de Broglieva valna
duljina ne moze imati bilo koju vrijednost zbog kvantnomehanicke
interferencije Cestice sa samom sobom. Zato ¢emo sada ustanoviti kakva su
komutacijska pravila za operatore Ly, Ly, L,. Buduéi da ti operatori sadrze
operatore X, y,z i px, py, p- koji medusobno svi ne komutiraju, imamo
sljedece jednakosti:
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Kutna koli¢ina gibanja

[LX7 Ly] = [ypz — ZPy, ZPx — sz] = [yp27 pr] - [yp2a sz] —
— [zpy, zp<] + 2Py, Xp2] = ypx [Pz, 2] =0 — 0+ xpy [z, pz] =
— ihypy + ihxp, = ik (xp, — ypx) =
= ihL,

Na slican nacin dobijemo jednakosti:

[L,, L] =ihL, (3)
[Ly,L;] = ihLy (4)

Ove se tri jednakosti mogu napisati u sazetom obliku:
[ x [ =ihL (5)

Hamiltonijan Cestice koja se vrti razmjeran je kvadratu kutne koli¢ine
gibanja L2. Moze se pokazati da [2 komutira's L. Iz te Cinjenice slijedi
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Kutna koli¢ina gibanja

potpuna sli€nost hamiltonijana rotatora s hamiltonijanom slobodne Eestice,
za koju operator kineticke energije komutira s operatorom koli¢ine gibanja
p. Medutim, za slobodnu Eesticu imamo p x p = 0, a za rotator imamo

[ x [ = ihL. To znaéi da u bitnome komutacijska pravila za operator kutne
koli¢ine gibanja odreduju moguce energije kvantnomehanickog rotatora. Da
bismo pojednostavnili pisanje, uvedimo bezdimenzijski operator J= % tako
da imamo komutacijska pravila:

JxJ=il (6)
a hamiltonijan (1) tada ima oblik:

-
Hrot = Eﬁ
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Kvantnomehanicki rotator

Vlastiti vektori i vlastite vrijednosti kutne koli¢ine gibanja

Komutacijska pravila (6) mozemo napisati u drugacijoj bazi. Uvest ¢emo
operatore
Jr=Jxid,, Sr=, (8)

tako da dobijemo sljede¢a komutacijska pravila:

[y, Ja] = +du , [y, J] =24, | [jz,j} —0 (9)
Takoder imamo jednakost

- 1

P=L+L+L=L+ 5 (Jed+J0y) (10)

Sada ¢emo algebarskom metodom dobiti i vlastite vektore i vlastite
vrijednosti hamiltonijana (7). Oznaéimo s A vlastitu vrijednost operatora
J2. No, ta nam vlastita vrijednost sama po sebi nije dovoljna zato 3to J2
komutira sa svim operatorima J1, J,. Moramo uvesti bazu koja je vlastita
jednom od operatora Ji, J,. Uzet ¢emo vlastitu bazu operatora J, i
njegovu vlastitu vrijednost oznaciti s .
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Vlastiti vektori i vlastite vrijednosti kutne koli¢ine gibanja

Dakle, imamo dvije vlastite vrijednosti: A i u i pripadajuce vlastite vektore
koji ovise o tim vrijednostima: W, ,,. To znaci da vrijede jednakosti:

Fy =2y, LW, = Vs, (11)

Primjenom komutacijskoga pravila [J;, J.] = Jy na vektor W , dolazimo
do zakljucka J4 Wy , = CL (A, )Wy uy1. Isto tako primjenom
komutacijskoga pravila [J;, J_] = —J_ zakljucujemo

J_Wy = C_(\, )Wy u—1. Buduci da su operatori J; i J_ jedan drugome
hermitski konjugirani, zaklju¢ujemo da mora vrijediti

Ci(\ ) = C*(\, pu+1). Preostalo komutacijsko pravilo [Jy, J_] = 2J,
daje nam sljedece rekurzivne formule:

GNP = GO —1)P —2u (12)
O+ D = [C ()P —2u (13)
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Vlastiti vektori i vlastite vrijednosti kutne koli¢ine gibanja

Rekurzivne formule (12) i (13) po svemu su obiéne osim po ocitom
zahtjevu da je svaki ¢lan niza pozitivan, odnosno nenegativan, zato sto su
nizovi sastavljeni od apsolutnih kvadrata odredenih koeficijenata. Operator
J4 podize vlastitu vrijednost i tocno za 1, a pri tome se norma vektora
C4 W), mora smanjiti za svaki i > 0. To nam kaze rekurzivna formula
(12). Buduéi da norma bilo kojega vektora ne moze biti negativnom, to
znaci da mora postojati odredena vrijednost i = p4 > 0 za koju je

Ci (N, pug) =0, nakon koje se vrijednosti p niz prekida, odnosno svi su
daljni ¢lanovi niza jednaki 0. Isto tako operator J_ smanjuje vlastitu
vrijednost p tocno za 1, sto znaci da rekurzivna formula (13) mora biti
prekinuta za neki = p_ < 0, tj. mora vrijediti C_(\, u—) = 0. Potrazimo
opce rjesenje rekurzivnih formula (12) i (13). Stavimo li f(1) = |Cy (A, )
rekurzivnu formulu (12) mozemo napisati u obliku funkcionalne jednadzbe:

f(u)=f(p—1)—2p (14)
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Vlastiti vektori i vlastite vrijednosti kutne koli¢ine gibanja

Funkcionalna jednadzba (14) ima rjesenje:

F(u) = —p(p+1) + £(0) (15)

Budu¢i da mora vrijediti f(py) = 0, to znaci da je f(0) = py (4 + 1).
Uzmemo li u obzir odnos |C_ (A, u)|> = |C4 (A, i — 1)|* mozemo napisati
sljede¢e jednakosti:

Ce(Ap) =Vis(pr +1) —p(p+1) (16)
C-(A\p) =vis(pe +1) —p(p—1) (17)

Budu¢i da mora vrijediti C_(\, u—) = 0, iz jednadzbe (17) dobivamo

pi— = —pi+. No, uzastopnim djelovanjem operatora J_ na vektor W, .
moramo s korakom 1 do¢i do u— = —pu, $to znadi dap — u— =2uy = n,
gdje je n=0,1,2,.... Dakle, vlastita vrijednost p+ mora biti cijeli ili
polucijeli broj. Oznac¢imo taj broj kao j, tj. j =0, %, 1, %,2,
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Vlastiti vektori i vlastite vrijednosti kutne koli¢ine gibanja

Iz svega ovoga slijedi da vlastita vrijednost ;1 mora poprimati sljedece
vrijednosti: —j, —j +1,—j+2,.. —2,j — 1,j. A §to je s energijom,
odnosno vlastitom vrijednoséu A? Da bismo to doznali dovoljno nam je
uporabiti jednadzbu (10):

PUys =2y, = [M + 5 C+()\ p—1)Co (A, p)+
1 (18)
F3COun+ DC )| W = G+ 10,

Dakle, vlastita vrijednost A = j(j + 1), a prema tome i vlastita energija
rotatora (7) E = g—jj(j—i- 1).

Vladimir Danani¢ () 7. predavanje 14. studenoga 2011. 11 / 16



Vlastiti vektori i vlastite vrijednosti kutne koli¢ine gibanja

Saberimo dobivene rezultate:

PPy = RPLL+1)Vn
LVipy = hMVy

Livim = h/LL+1)— MM+, i (19)
LWy = h/LL+1)—MM-1)V y
1.3
L = 0,2,1,2,..., M=—L,—L+1,...L—1,L
07 27 727 b ) + ) )

Vidimo da za zadani L imamo 2L + 1 vlastitih vektora W ps. Najniza
vrijednost L = 0 predocuje rotator koji se uopce ne vrti. Dakle, to je
trivijalan slucaj. Najnizi netrivijalni slu¢aj je za L = % kada imamo samo
dva bazna vektora, koje mozemo oznaciti kako nam drago. Naprimjer W i
W_. Za njih vrijedi L,V =3V, LW =-2v_ [ V¥, =0,

LV, =hV_, V_=0i,V_=hVv,.
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Kvantnomehanicki rotator

Vlastiti vektori i vlastite vrijednosti kutne koli¢ine gibanja

Vektore W y i operatore L+, L, moZemo predociti matricama konacnoga
reda. Za vektore W s mozemo uzeti jednostupcane matrice s 2L + 1
redaka, a operatori ¢e tada biti kvadratne matrice 2L + 1 reda. Naprimjer,
za L = 1 imamo za vektore:

1 0 0
wl,l = 0 s Wl,O = 1 s \U17_1 = 0 (20)
0 0 1
a za operatore imamo:
10 0 0 v2 0 0 0 0
L,=r|0 0 0 ]),Ly=hA|0 0 V2|.,L.=K[v2 0 O
00 -1 0 0 O 0 V2 0
(21)

Vladimir Danani¢ () 7. predavanje 14. studenoga 2011. 13 / 16



Vlastite funkcije operatora kutne koli¢ine gibanja

U prikazanome algebarskom izvodu energijskoga spektra
kvantnomehanickoga rotatora ostala je nevidljiva jedna vazna stvar, a ta je
da za polucijele vrijednosti od L ne mozemo operator kutne koli¢ine gibanja
prikazati kao diferencijalni operator po odredenim prostornim
koordinatama. Naime, posli smo od klasi¢noga izraza [=7x p koji
kvantizacijom postaje operatorom [ = —ih¥ x V. Operator V oéito je
diferencijalni operator u kartezijevim koordinatama. Dakle, trebali bismo
naci takve funkcije F m(x,y, z) da vrijede sljedece jednakosti:

) 0 0
- <X8y fya )F/_M = MFLum (22)

[ <£<+/;)/>—(x+iy)§z] Fim = VLL+1)—MM+1)Fu

[—z((jx— ;/)-F(X—IY);]FL,M = VUL+1) = MM —1)Fm
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Vlastite funkcije operatora kutne koli¢ine gibanja

Diferencijalne se jednadzbe (22) mogu prevesti u razvidniji oblik u sfernim
koordinatama:

X = rcos¢sinf
y = rsingsinf (23)
z = rcosf
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Zadatci

@ Izrazite u matricnom obliku operatore kutne koli¢ine gibanja i vlastite
vektore za L = %

@ Izracunajte srednju vrijednost operatora L2 L%r u stanju opisanome
vlastitim vektorom W g.

© Molekula Oy ima priblizni polumjer r = 1071% m. Procijenite njezinu
rotacijsku energiju za L = 1. Kolika je ekvivalentna temperatura
potrebna za pobudivanje te energijske razine?

Q |Izrazite operator L, kao diferencijalni operator u sfernim koordinatama.

Vladimir Danani¢ () 7. predavanje 14. studenoga 2011. 16 / 16



	Operator kutne kolicine gibanja
	Kvantnomehanicki rotator
	Zadatci

