Sedmi seminar iz kvantne kemije s rjesenjima

1. Izrazite u matri¢cnom obliku operatore kutne koli¢ine gibanja i

vlastite vektore za L = %
Rjesenje:

Spomenute operatore mozemo predoditi s pomoéu kvadratnih matrica dru-
goga reda, zato Sto je 2L + 1 = 2. Takoder i vektore na koje te matrice
djeluju, tj. mnoze ih, mozemo prikazati kao stupce s dva redka. Imamo,
dakle, dva linearno nezavisna vektora vy i vo. Postoji beskona¢no mnogo

prikaza tih vektora, ali najjednostaniji od njih je:

SORS(

Ova je vektorska baza ortonormirana, $to u smislu matri¢noga mnoZenja

znadi sljedece:

vIvl = (1 O) <(1)> =1, v;v2 = (O 1) <§)) =1, vllrv2 :vgvl =0

Ovakav prikaz baznih vektora dvodimenzijskoga vektorskoga prostora mo-
zemo zvati standardnim prikazom. Buduéi da vektori vy i vo trebaju biti

vlastiti vektori operatora L, s vlastitom vrijedno$éu —|—% odnosno —&
operator je L, dijagonalan, tj. ima oblik:

1L A(1 0
— 2 ——
L=n(f =30 4)

Ovdje je odabrano da vrijedi L,v; = gvl odnosno L,vy = 7%’02. U skladu

s oznakama upotrijebljenima u jednadzbi (19) u 7. predavanju, moZzemo

uspostaviti jednoznacénosti v = \Il%#% odnosno vy = \11%77%. Nadalje,

u skladu sa spomenutom jednadzbom (19) moramo postaviti jednadzbe
Livy =01 Lyvy = hvy. Prva od tih jednadzbi zna¢i da matrica ope-
ratora L, ima prvi stupac jednak 0, a druga jednadzba znaci da drugi
stupac matrice L ima h samo na gornjem polozaju, a na donjem se na-
lazi 0. Sli¢no tomu imamo jednadzbe L_wv; = hvy i L_vy = 0, iz Cega
zakljucujemo da prvi stupac od L_ sadrzi 0 na gornjem i i na donjem
polozaju, te da je drugi stupac od L_ jednak 0. Tako dobivamo sljedeée

jednakosti:

0 1 0 0
L+_h<o 0) ’L_h<1 o)



S pomocu jednakosti Ly = L, +iL, dobivamo:
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Za operatore kutne koli¢ine gibanja s vrijednoséu L = %, tj. za spin %,
mozemo napisati sazeti izraz:

L=-¢

o |

gdje su & = io, + jo, + ko, Paulijeve matrice:

(01 (0 —i (1 0
9%2=\10) %" \i o) 7" \o -1

Zanimljivo je primijetiti da se matrice operatora E, odnosno Paulijeve ma-
trice &, mogu s pomoc¢u zakona matri¢noga mnozZenja prikazati s pomocu
samih vektora v; i vy i njima hermitski konjugiranih vektora UI i v; na
sljededi naédin:

Ly

h
hvlv; , L_ = ﬁvwi‘ , L, = 3 (vw}t — vw%)
T

[ 111’0% + UQ’UI , Ogp = —1 (Ul’l}; — 'UQ'UI) , Oy = Ulvir — V2Vy

+

)

Primijetite ovdje da je umnozak tipa v

UZ'UJ[

; matrica. Zato se prvi umnozak zove skalarnim ili unutarnjim um-
nosSkom, a drugi se zove vanjskim umnoskom vektora. Razlog za takve
nazive nalazi se u ¢injenici da unutarnji umnozak rezultira u veli¢ini koja
je jednostavnija od veli¢ina koje se mnoze—dva vektora daju jedan skalar
(tj. rezultat se je zadrzao “unutar”), a da vanjski umnozak rezultira velici-
nom koja je sloZenija od veli¢ina koje se mnoze—dva vektora daju matricu

(tj. rezultat izlazi “izvan” vektora).

v; skalar, a da je umnoZak tipa

. Izradunajte srednju vrijednost operatora L? L2 u stanju opisa-
nome vlastitim vektorom ¥, .

Rjesenje:

Moramo izrac¢unati matri¢ni element \IIQOLQ_ L% W5 primjenom jednadzbi
(19) u 7. predavanju. Te nam jednadzbe opisuju djelovanje operatora
L4 na vektor ¥y, a7, pri ¢emu je L = 2, a M se mijenja pri djelovanju
operatora. Tako dobivamo niz jednakosti:

L2L2 W = L2 Lo hV6Ws = hW6L2 VAT, 5 = 2h*V6L V40, =
= WV 6 = 240" Wp g = W) (L2 L2 Wy o = 2414 0] (W o = 247
U literaturi o kvantnoj mehanici uobi¢ajena oznaka za vektore stanja su
Diracove oznake “bra” i “ket” (od engl. “bracket™zagrada). Tako bi se

stanje Wy o moglo oznaciti kao |2,0)—to bi bio “ket* vektor (ekvivalentno
tomu bi se moglo uzeti vektor-stupac u matriénoj oznaci), a hermitsko



konjugirani vektor stanja \I/;O moglo bi se oznaciti kao (2,0|-to bi bio
"bra’“ vektor (ekvivalentno tomu bi se moglo uzeti vektor-redak u matri¢noj
oznaci). Spomenuti bi se matri¢ni element oznadilo kao (2, 0] L2 L2 |2,0) =
2474,

. Molekula O, ima priblizni polumjer » = 107'1m. Procijenite
njezinu rotacijsku energiju za L = 1. Kolika je ekvivalentna tem-
peratura potrebna za pobudivanje te energijske razine?
Rjesengje:

Energija kvantnomehanickoga rotatora jednaka je E = %L(L + 1), gdje
I moment tromosti oko odredene osi vrtnje. Vidljivo je da energija raste
sa smanjivanjem momenta tromosti. Zato mali momenti tromosti odgo-
varaju stanjima koja je teko pobuditi, zato Sto se energetski previsoko.
Spomenuta molekula Os, kao i svaka druga molekula ili atom, nacelno
ima tri momenta tromosti. No, moment tromosti za vrtnju oko osi $to
spaja kisikove atome toliko je mali da je taj stupanj slobode zamrznut,
odnosno energija pobudenja toliko je visoko da bi se molekula prije ras-
pala na atome nego $to bi se pocela vrtjeti oko te osi. Dakle, preostaju
nam dvije medusobno okomite osi koje prolaze sredinom spojnice atoma
okomito na nju. Tim dvjema osima pripada jednaki moment tromosti
jednak:

2
I=2m (g) —92.2,66-10726.2,5.10" 2" = 1,33- 106 kgm?

gdje je m masa kisikova atoma, kojih ima 2, a § = 5- 10~ m je udaljenost
atoma od osi vrtnje. Energija je jednaka:
po (L0 102" 1.2 =8,35-10"23 J
~2.1,33-10-46 -
Ekvivalentnu temperaturu izracunat éemo tako da energiju podijelimo s
Boltzmannovom konstantom:

E
T=—=6K
k

Vidimo da ¢e vrtnja molekule Oy postojati i na niskim temperaturama.
Opcenito moZemo smatrati da je na sobnim temperaturama vrtnja veéih
molekula gotovo klasi¢na, tj. da se odvija po zakonima klasi¢ne mehanike.
Sto je moment tromosti vrtnje veéi i $to je temperatura viSa, to je vrtnja
molekule “klasi¢nija‘“.

. Izrazite operator L, kao diferencijalni operator u sfernim koor-
dinatama.
Rjesengje:
U kartezijevim koordinatama operator L. ima oblik:
0 0
L, = — =—ih|le— —y—
c=amy e = =it (5 )
Odnos izmedu kartezijevih x,y, z i sfernih ., 8, ¢ koordinata je sljedeci:
x = rsin(f) cos(¢) , y = rsin(f)sin(¢) , z = rcos(d)

x2 +y2 + 22, 0 = arccos (E) , ¢ = arctan (g>
r X



Moramo, dakle, diferencijalne operatore u kartezijevim koordinatama iz-
raziti u sfernim koordinatama, po opéenitoj formuli za deriviranje sloZenih
funkcija:

o oro 000 0¢ 0
dr  drxdr  0rdl ' drdo
9o 0 00
dy Oyodr 0Oyo08 Oy d¢y

Sada jo§ samo trebamo izrac¢unati odredene parcijalne derivacije:

o = 2 = sin@)cos(s) , 5 =¥ =sin(®)sin(o)

9 2z 1 _cos(f)cos(¢) 98 _ zy 1 ~ cos(f) sin(¢)
ox 3 [ ($)2 7 Ty 1 (%)2 r

99 -%  sin(g) 99 _ cos(e)

1
oz 14 (3)2 T orsin(0) T 9y 14 (3)2 ~ rsin(f)
T
Uvrstavanjem ovih jednakosti u prethodnu jednadzbu dobivamo:

29,9 _
oy Yor

= rsin(f) cos(¢) <sin(0) sin((j))% + CoS(ﬁ):in(‘ﬁ) % n ::if?g)) _

~ rsin(6) sin(¢) <sin(9) cos(gb)% + COS(G):OS@) % - ri;((ﬁ) (,ib) _
0
)

Dakle, operator L, jednak je L, = —iha%.



