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Centralnosimetri¢ni potencijali

Centralnosimetri¢ni potencijali

Centralnosimetri¢na je potencijalna energija ovisna samo o udaljenosti od
jedne posebne tocke—sredista. Jasno je da takva potencijalna energija ima
poseban znacaj samo u dvije ili tri prostorne dimenzije. U jednoj dimenziji
tome odgovara samo potencijalna energija koja je parna funkcija u odnosu
na ishodiste, odnosno srediste. U jednoj dimenziji nije moguce gibanje
takvo da se udaljenost Cestice ne mijenja od sredista potencijalne energije.
U dvije, ili tri, dimenzije takvo je gibanje moguce. Pogledajmo najprije
jednostavniji slu¢aj—centralnosimetri€na potencijalna energija u dvije
dimenzije. Ako polozaj izrazimo kartezijevim koordinatama x, y, onda
potencijalna energija ovisi samo o koordinati r = y/x2 + y2. Dakle,
V(x,y) = V(r). Buduéi da potencijalna energija ovisi samo o jednoj
koordinati, koja je funkcija kartezijevih koordinata, mozemo ocekivati da ¢e
se Schrodingerova jednadzba modi svesti na oblik jednodimenzijske
Schrédingerove jednadzbe. Da bismo to mogli uciniti moramo nekako
kineticku energiju Cestice rastaviti na dio koji ovisi samo o udaljenosti od
sredista i na dio koji ovisi samo o kutnoj varijabli.
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Centralnosimetri¢ni potencijali
U klasi¢noj se fizici rastavljanje kineticke energije postize s pomocu

jednostavne matematicke jednakosti—zbroj kvadrata skalarnoga i
vektorskoga umnoska dvaju vektora jednak je umnosku kvadrata tih

vektora: o o B
(3‘ b) + (5>< b) = 2B (1)

Ako uzmemo vektore polozaja 7 i koli¢ine gibanja p onda imamo jednakost:
IR N P
2= = (7B + (7 x p)] (2)

No, jednadzbe (1) i (2) vrijede za klasi¢ne veliCine, tj. za vektore kojih
sastavnice nisu operatori. U kvantnoj mehanici operatori polozaja i koli¢ine
gibanja ne komutiraju, pa zato moramo u primjeni jednadzbe (2) uzeti u
obzir komutacijsko pravilo [p;, xj] = —ihd;;. Osim toga imamo i povoljnu
okolnost da operator kutne koli¢ine gibanja komutira s operatorom r2.
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Centralnosimetri¢ni potencijali

Mozemo se lako uvjeriti da u dvije prostorne dimenzije jednadzba (2) vrijedi
i onda kada su 7 i p kvantnomehanicki operatori. U tri prostorne dimezije
dobit éemo sljede¢u jednakost:
1 -
=2 ) S N2 o =
== |L : hr- 3
p° == |L°+(FP)" +ihip (3)

—

U jednadzbi (3) uz operatore udaljenosti r = v/72 i kutne kolicine gibanja L
pojavljuje se operator r- p. Pokazimo da taj operator djeluje samo na
udaljenost, a ne i na kutne varijable. Naime, kutne se varijable nalaze u
omjerima kartezijevih koordinata 5, % i £, koji ocito ne ovise o udaljenosti
r. Tako, naprimjer, imamo:

S (XY L e X\ _ . ﬁ 0 0 x\ _
r-pF(y)-—/hr VF(y)- lh<xa +y8 +z 7 >F<y>_
y y y

(4)
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Centralnosimetri¢ni potencijali

Ocito je, dakle, da operator 7- g djeluje samo na varijablu r. Imamo
sljedecu jednakost:

r-pF(r) = —ih (X;x +yaay + zaaz) F(r) = —ihraarF(r) (5)
Ovdje smo iskoristili jednakost = Tislicnozayiz, te
x>+ y? 4+ z? = r?. Dakle, mozemo re¢i da vrijedi operatorska jednakost
Fp= —lhrar. UvrstavanJem te jednakosti u jednadzbu (2) za dvije
prostorne dimenzije, te u jednadzbu (3) za tri prostorne dimenzije,
dobivamo izraze: , o
0 10 L
=—h? - — 6
7 <3r2+r8r>+r2 (6)
odnosno , .
0 20 L
J— 2 [ —_
=n <8r2 + r6r> T (7)
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Centralnosimetri¢ni potencijali

Operator kineticke energije u tri prostorne dimenzije mozemo napisati u
sljede¢em obliku:

52 R (82 20 [2
P:—( + >+ (8)

2m om \or2 " ror 2mr2

Stacionarna Schrédingerova jednadzba u trodimenzijskom
centralnosimetricnom polju potencijalne energije ima sljedeci oblik:

_ﬁ 8724_%& +£+\/()
2m \0r2 = rOr 2mr? r

Jednadzbu (9) mozemo rastaviti na radijalni i kutni dio, tj. valnu funkciju
V(r, 0, ) mozemo prikazati kao umnozak funkcije R(r), koja ovisi samo o
r, i funkcije Y/7(6, ¢) koja ovisi o polarnom kutu 6 i azimutnom kutu ¢.
Funkcija Y/™(6, ¢) zove se kuglina funkcija.
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Kuglina je funkcija vlastita funkcija operatora L,, s vlastitom vrijednoséu m
i operatora L2 s vlastitom vrijedoséu h2/(/ + 1). Pri tome vrijedi
I=0,1,2..im=—/,—/+1,..../ —1,/. Radijalna funkcija R(r) tada
zadovoljava jednadzbu:

R'(r)+ 2R(r) + o3 [E — V()

R+ 1)

2mr?

] R(r)=0  (10)

Jednadzba se (10) zamjenom R(r) = #r) svodi na oblik jednodimenzijske

stacionarne Schrddingerove jednadzbe:
2
u"(r) + 7z [E - V(r)— h/(/—i_l)} u(r)=0 (11)

2mr?
U jednadzbi se (11) pojavljuje dodatni dio potencijalnoj energiji V/(r),
2
naime 52/,(7::21). Taj dio efektivno povisuje potencijalnu energiju, pa se zato
zove centrifugalna barijera. Dakle, mozemo reéi da se Cestica u
centralnosimetricnom polju potencijalne energije nalazi u
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R21(1+1)
2mr?2

efektivnom polju potencijalne energije V(r) = V(r) +

Operator —h? (j—; + %%), koji sacinjava radijalni dio operatora kineticke
energije, mora biti hermitski zato Sto operator kineticke energije mora biti
hermitski i zato to je operator [2 hermitski. Takoder moramo uzeti u obzir
da volumni element d37 u sfernim koordinatama ima oblik

d37 = r?sinOdrdfd$. Spomenuti radijalni dio kineticke energije bit ¢e
hermitski operator ako vrijedi jednadzba:

/0 * R(r) (R"(r) + le(g) Py — /0 > (R*”(r) . R*,(r)> RO
(12)

Uvrstavanjem zamjene R(r) = @ u jednadzbu (12) dobivamo uvjet:

| we o= [T e (13)
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Parcijalnim integriranjem lijeve i desne strane jednadzbe (13) dobivamo
uvjet hermiti¢nosti:

u(r)d(r) [§°= u* (r)u(r) I (14)

Buduéi da valna funkcija mora iS¢ezavati u beskonaénosti, zajedno sa
svojom prvom derivacijom, uvjet (14) mozemo ispuniti tako da zahtijevamo
u(0) = 0. A zasto ne bismo zahtijevali v/(0) = 0, umjesto u(0) = 07
Razlog tomu nalazi se u potrebi da operator —A? (j—rzz + %%) prikazemo
kao kvadrat nekakvog operatora radijalne koli¢ine gibanja. Zaista, mozemo
se jednostavno uvjeriti da se spomenuti operator moze prikazati kao
kvadrat operatora p, = —ih (% + %) Naime, vrijedi jednakost

d 1 d 1 d> 2d
2 2
p =—h <dr + ) <dr + ) —h (c/r2 + rdr) (15)
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Zahtjev da operator p, bude hermitski povlaci zahtjev u(0) = 0. Dakle,
radijalni dio operatora kineticke energije zaista se moze prikazati kao
kvadrat operatora radijalne koli¢ine gibanja p,, a uz uvjet da za radijalni
dio valne funkcije vrijedi rR(r) |,—o= 0, operator p, je hermitski. Time smo
u potpunosti rastavili trodimenzijski problem na jednodimenzijski, radijalni,
dio, a preostali dvodimenzijski dio ovisi samo o kutnim varijablama 6, ¢.
Vrtnju Cestice oko sredista potencijalne energije mozemo ugraditi u samu
potencijalnu energiju kao dodatak koji povisuje potencijalnu energiju. Taj
dodatak stvara centrifugalnu barijeru.
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Zadatci

@ Dokazite operatorsku jednakost (2) za dvije prostorne dimenzije i
jednakost (3) za tri prostorne dimenzije.

@ Napisite radijalnu jednadzbu za izotropni harmonicki oscilator s
potencijalnom energijom V/(r) =

Imw?r?. Kakav je energijski spektar
toga oscilatora za stanjas [ =07

© Kakva je valna funkcija izotropnog trodimenzijskog harmonickog
oscilatora za op¢eniti /7
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