Osmi seminar iz kvantne kemije s rjeSenjima

1. Dokazite operatorsku jednakost (2) za dvije prostorne dimenzije
i jednakost (3) za tri prostorne dimenzije. Jednadzbe se nalaze
u 8. predavanju.
Rjesenje:
Ovdje je rije¢ o matematickoj jednakosti Sto vrijedi za bilo koja dva
“obi¢na” vektora u dvije ili tri prostorne dimenzije:
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Ova jednakost jednostavno slijedi iz definicije skalarnoga i vektorskoga
umnoska dvaju vektora te jednakosti sin?(¢) + cos?(¢) = 1. Pitanje je mi-
jenja li se ta jednakost i kako, ako sastavnice vektora @ i b ne komutiraju,
tj. ako je rije¢ o operatorima? Ovdje ¢emo se baviti vektorima opera-
tora polozaja 7 i koli¢ine gibanja p. Sastavnice vektora oznadit ¢emo kao
1, T3, x3, odnosno kao pi,p2, p3s. Znamo da vrijede komutacijska pravila
[Dns Tm] = —ihdnm za n,m = 1,2, 3, gdje je dpm tzv. Kroneckerov simbol,
koji je jednak 0 za m # m, odnosno 1 za n = m. Svi ostali komutatori
jednaki su 0, tj. sastvanice od 7 sve medusobno komutiraju, a isto tako
vrijedi i za sastavnice vektora p. U dvije prostorne dimenzije n,m = 1, 2.
Pogledajmo sada odredene izraze u dvije dimenzije. Imamo jednakost:
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Vektor L = 7 x p u dvije dimenzije ima samo jednu sastavnicu, naime
L = x1ps — xop1. Tako imamo jednakost:
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Zbrajanjem prethodnih dviju jednadzbi dobivamo jednakost:
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Premda dobivena jednakost izgleda isto kao i kad bi bila rije¢ o “obi¢nim”
vektorima 7 i P, valja napomenuti da ipak moramo paziti na redoslijed
kojim se odredene veli¢ine nalaze u spomenutoj jednakosti kada su sas-
tavnice spomenutih vektora operatori. U tri prostorne dimenzije jedina
bitna razlika je Sto operator 7 X p ima tri sastavnice: L1 = xop3 — x3p2,
Ly = x3p1 — x1p3 i Ly = x1ps — xop;. Uporabom komutacijskih pravila
dobivamo sljedeée jednakosti:
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Zbrajanjem ovih dviju jednakosti dobivamo konacan izraz:
(7 p)° + L3 + L3 + L2 = Pp® + ihit- p =
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. NapiSite radijalnu jednadZbu za izotropni harmonicki oscilator
1, 12,2

s potencijalnom energijom V(r) = ;mw*r®. Kakav je energijski
spektar toga oscilatora za stanja s [ = 07
Rjesenje:
Jednadzba (11) u 8. predavanju za zadani oblik potencijala V(r) ima
oblik:
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Za sfernosimetri¢no stanje s [ = 0 ova jednadzba ima oblik kao i jed-
nadzba za jednodimenzijski harmonicki oscilator. Prema tome oceku-
jemo isti spektar energija. kao i za jednodimenzijski harmonicki oscilator.
Ali, postoji jedna bitna razlika. Naime, rubni uvjet na funkciju u(r) je
u(0) = 0. Taj rubni uvjet zadovoljen je samo za Hermiteove polinome
neparnoga stupnja, pa prema tome kvantni broj n mora biti neparan, tj.
n ¢emo zamijeniti s 2n + 1 u spektru energija jednodimenzijskoga harmo-
nic¢koga oscilatora. Dakle, F,, = fw (2n + %) Valna funkcija jednaka je

U (1) = ]\fef%ﬁlﬁfgm_l(cvr)7 gdje je a = /2. Kada ne bismo uzeli u
obzir rubni uvjet ©(0) = 0 onda bismo za najniZe stanje n = 0 imali ener-
giju Ey = %“’ To stanje pripisujemo kvantnim fluktuacijama. Medutim,
nelogi¢no bi bilo da fluktuacije u tri prostorne dimenzije pridonose jednako
kao i u jednoj dimenziji. Logi¢no je da osnovno stanje s n = 0 ima tri
puta veéu vrijednost u tri dimenzije u odnosu na energiju u jednoj dime-
ziji, jednostavno zato Sto fluktuacije u trima dimezijama imaju tri puta
viSe stupnjeva slobodne od fluktuacija u jednoj dimenziji. Tu nalazimo
sliénost s jednoatomnim idealnim plinom. Svaki atom ima prosje¢nu kine-
ticku energiju 3%, zato §to svakom stupnju slobodne pripisujemo energiju

%. U tri se dimenzije atom moze gibati u tri nezavisna smjera.

. Kakva je valna funkcija izotropnog trodimenzijskog harmonickog
oscilatora za opéeniti (7



Rjesenge:
Prije svega istaknimo da se valna funkcija harmonickoga oscilatora u tri
dimezije moZe lako napisati u kartezijevim koordinatama. Jednostavno
imamo tri nezavisna harmonicka oscilatora, za svaki prostorni smjer je-
dan oscilator. Za izotropni oscilator imat ¢emo, dakle, valnu funkciju i
energiju:
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No, funkcija u(r) mora zadovoljavati rubni uvjet u(0) = 0. Njezino pona-
Sanje u blizini toc¢ke r = 0 je takvo da mora zadovoljiti jednadzbu
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Zato rjesenje u(r) za opéeniti | moramo traziti u obliku u(r) = r"+1F(r),
gdje je F(r) funkcija koja ima Taylorov razvoj oko r = 0. Ta funkcija
zadovoljava jednadzbu
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Ova se jednadzba razlikuje od Schrédingerove jednadzbe za jednodimen-
zijski harmonicki oscilator samo u ¢lanu @F ’. No, taj ¢lan ne smeta
§to se tiCe metode rjeSsavanja, zato $to za sve potencije F' o< r" izgleda
isto kao i €lan I, tj oba su ¢lana razmjerna s r"~2. Zato ¢emo odmah
pretpostaviti oblik F'(r) = efazzirzG(r), gdje je o = /T i dobiti sljedecu

jednadzbu za funkciju G(r):
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Stavljajuci Taylorov razvoj G(r) = > .~ c,r™, za koeficijente ¢, dobi-

vamo rekurzivnu jednadzbu:

k? —a?(2n + 21 + 3)
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Cpta = cn, n=0,1,2..

U ovoj smo jednadzbi normalno pretpostavili da n moze poprimati vrijed-
nosti 0,1, 2.... No, rekurzivna formula povezuje koeficijente ¢, 42 i ¢,, Sto
znaci da se rjeSenje moze prikazati kao linearni spoj Taylorovoga razvoja
s parnim potencijama od r i Taylorovoga razvoja s neparnim potencijama
od r. Buduéi da smo ponaSanje valne funkcije blizu tocke r = 0 veé izdvo-
jili kao uo(r) oc r'+1, to znaci da moramo pretpostaviti da Taylorov razvoj
funkcije G(r) sadrzi nulti ¢lan, tj. da je ¢y # 0. U suprotnom bi ponaSanje
valne funkcije blizu tocke r = 0 bilo 'm0 gdje je ny potencija prvoga
¢lana u razvoju s koeficijentom razli¢itim od 0. Zbog zadovoljavanja rub-
nih uvjeta u beskonac¢nosti, funkcija G(r) mora biti polinom, §to znadi da



svi koeficijenti indeksa vecega od odredenoga n moraju biti jednaki 0. To
znac¢i da mora vrijediti:
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Buduéi da ne moZemo jednim uvjetom posti¢i da funkcija G(r) bude poli-
nom koji ée sadrzavati i parne i neparne potencije od r, to znac¢i da moramo
uzeti samo parne potencije od r, a za neparne stavimo ¢; = 0 i dalje su svi
can+1 = 0. Istodobno to znaci da broj n u uvjetu kvantizacije mora biti
paran. Zato ¢emo funkciju G(r) napisati u obliku G(r) = Yo7, d,,(r?)",
gdje koeficijenti d,, = ca,, zadovoljavaju rekurzivnu formulu

k? —a?(4n + 21 + 3)
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dpy1 = dp, n=0,1,2.

Na taj nacin dobivamo valnu funkciju U, ; (. 6,¢) = R(r)Y," (0, ¢) =
@Ylm(e, @) 1 uvjet kvantizacije:
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Vidimo da energija izotropnoga harmonic¢koga oscilatora ne ovisi o mag-
netskom kvantnom broju m i da o broju [ ovisi linearno. Zapravo mozemo
uvesti jedinstveni kvantni broj N = 2n + [, tako da imamo spektar ener-
gija Eny = hw (N + %) Pri tome imamo degeneraciju stanja, zato Sto
za zadani N imamo spektar vrijednosti n = 0,1, 2, % il=N—2n te
m = —l,—l+1,...,1 — 1,]. Naprimjer, za N = 5 imamo n = 0, = 5,
n=1,1=3in=2,l=1. Ukupno imamo 2-5+1+2-3+1+4+2-14+1=21

valnih funkcija. U izrazu % za neparni N uzimamo samo nizi cijeli dio,
5

naprimjer za 3 uzimamo 2.



