Deveti seminar iz kvantne kemije s rjesenjima

1. Dokazite da vrijedi jednadzba (12) u 9. predavanju.
Rjesenge:
U spomenutoj jednadzbi moramo izra¢unati integral:
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Ovaj ¢emo integral rijesit s pomoc¢u parcijalne derivacije, tako da izracu-
namo rekurzivnu formulu:
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Polazeéi od ocite jednakosti Iy = 1, dobivamo:
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2. Izrac¢unajte kugline funkcije za p stanje.
Rjesenge:
Trazimo kugline funkcije ¥;(0, ¢) za | = 1 (p stanje). Za kuglinu funkciju
Y1 (6, ¢) znamo kako izgleda (vidi jednadzbu (10) u 9. predavanju):

1 .
= s gew sin(6)

Djelovanjem operatora L_ = e~ ¢ (—% + icot(&)%) na funkciju Y1 (6, ¢)
dobit ¢emo funkciju Y,?(6, ¢):
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Funkciju Yfl(ﬂ,gb) dobit ¢emo djelovanjem operatora L_ na funkciju
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. Izra¢unajte energijski spektar vodikova atoma iz jednadzbe (15)
u 9. predavanju.
Rjesenje:
Spomenuta jednadzba ima oblik:
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gdje je p nezavisna varijabla i sve se derivacije odnose na tu varijablu.
Postavljajuéi Taylorov razvoj F' =Y > ¢,p™ u tu jednadzbu, dobivamo
rekurzivnu formulu:
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Da bi ponasanje funkcije F' za p — 400 bilo u skladu s rubnim uvjetima
na cijelu valnu funkciju, mora Taylorov red biti prekinut za odredeni n,
tj. funkcija F' mora biti polinom. To povlaci sljedeci uvjet:
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U jednadzbi (13) u 9. predavanju parametar A razmjeran je energiji, A =
H,?%E. Odavde dobivamo energijski spektar:
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Vidimo da energijski spektar ovisi o jedinstvenom kvantnom broju N =
n 4+ 1+ 1. Buduéi da se kvantni broj n odnosi na radijalnu jednadzbu,
oznalit ¢emo ga kao n = n,, a kvantni broj N = n + 1+ 1 zvat ¢emo
glavnim kvantnim brojem n, koji moze poprimati vrijednosti n = 1,2, ....
Imamo, dakle, energijski spektar:
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koji je degeneriran, tj. za odredeni n kvantni broj [ moze poprimati vri-
jednostil =n—n, —1=0,1,..,n — 1. Uz to, za svaki [ imamo dodatnu
degeneraciju po magnetskom kvantnom broju m = —I, -l + 1,....,1 — 1,1.
Svaka je degeneracija energijske razine povezana s nekakvom simetrijom.
Za degeneraciju po magnetskom kvantnom broju m znamo da dolazi od
sferne simetri¢nosti potencijalne energije, ali degeneracija po kvantnom
broju | nema tako oc€iti uzrok, tj. nije nam o¢ita simetrija uslijed koje
dolazi do te degeneracije. Zato se u relevantnoj literaturi ta degeneracija
naziva slu¢ajnom deneracijom. U klasi¢noj mehanici imamo gravita-
cijsku silu, kojoj takoder pripada sfernosimetri¢na potencijalna energija



istoga oblika kao i elektrostatska potencijalna energija, tj. obrnuto je raz-
mjerna udaljenosti r. Znamo da treéi Keplerov zakon zapravo kaze da je
vektor kutne koli¢ine gibanja L ocuvan, §to je ocita posljedica sferne sime-
tri¢nosti potencijalne energije. No, postoji i tzv. Runge-Lentzov vektor,
koji je takoder sacuvan, ali je njegovo znacenje manje oc¢ito. MoZemo reéi
da je degeneracija po ! povezana s Runge-Lentzovim vektorom koji, na-
ravno, u kvantnoj mehanici postaje operatorom. Oc¢uvanost toga vektora
matematicki se povezuje s vrtnjom u prostoru od Cetiri dimenzije, sto je
nama, koji zivimo u samo tri prostorne dimenzije, tesko predoéivo.

. IzraCunajte sve vlastite funkcije koje pripadaju prvom pobude-
nom stanju vodikova atoma.

Rjesenje:

Prvo pobudeno stanje ima glavni kvantni broj n = 2. Tome stanju odgo-
varaju valne funkcije s n, =0,l =11in, = 1,l = 0. Imamo ukupno Cetiri
valne funkcije. Oblik tih valnih funkcija je:
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Za stanje s n,, = 0,1 = 1, funkcija F' mora biti konstantna, pa ju moZemo
podvesti pod konstantu normiranja. Tako imamo valne funkcije:
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Za stanje s n,, = 1,1 = 0, funkcija F' mora biti linearna, tj. F = cy+c1p =
co (1 — %) (pogledajte rekurzivnu formulu za koeficijente ¢, ). Koefici-
jent ¢y moZemo podvesti pod normalizacijsku konstantu, kao i funkcju
Y{ (6, ¢) = konst.. Tako dobivamo valnu funkciju:
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Pri normiranju valnih funkcija moramo uzeti u obzir odnos izmedu va-
rijabli p i r. Naime, volumni element integracije razmjeran sadrzi dio
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ridr = (uﬁ;) p?dp. Kutni dio volumnoga elementa ostaje nepromije-

njen i odnosi se na normiranje kuglinih funkcija, za koje pretpostavljamo
da su veé normirane. Tako dobivamo sljedeée konstante normiranja:
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U ovim smo izra¢unima iskoristili formulu fo e ?dx = n!.



