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Poglavlje 1

Vektori

1.1 Pojam vektora

Definicija 1.1. Duzinu AB nazivamo usmjerena ili orijentirana duzina ako ima ure-
dene rubne tocke, tj. ako znamo koja je pocetna, a koja zavrSna tocka. Ako je A pocetna,

B zavrsna tocka, tu usmjerenu duzinu oznacavamo s Aﬁ.

B B B

AB BA

A A A

Dvije usmjerene duzine B i @ su ekvivalentne (u oznaci 1@ = C?) ako i samo

ako AD i BC imaju zajednicko poloviste.

Definicija 1.2. Vektor je skup svih medusobno ekvivalentnih usmjerenih duzina. Vek-

—

tore oznacavamo s @, b, . ...
Svaki vektor jedinstveno je odreden duljinom, smjerom i orijentacijom:

e duljina vektora a = AB definira se kao duljina duzine AB i oznacava s |d| = |AB]|
e smjer vektora je skup svih medusobno paralelnih pravaca s tim vektorom

—
e orijentacija ovisi o krajnjim tockama te moze biti 1@ ili BA

—
Napomena 1.3. 1. Za vektor @ = E definiramo vektor —a@ = BA koji nazivamo

suprotnim vektorom vektora a.



—
2. Vektor ¢ija su pocetna i zavrdna tocka jednake (AA) nazivamo nulvektor i ozna-

¢avamo s 0.

Definicija 1.4. Zbroj vektora a + b je vektor koji se dobije pravilom trokuta ili pravilom

paralelograma
R\
7 2 X
S \!
Pravilo trokuta Pravilo paralelograma

Definicija 1.5. UmnozZak vektora a i skalara )\ je vektor \d za koji vrijedi sljedece:
a) [Ad| = [A[a]
b) smjer je jednak vektoru @
c) orijentacija je jednaka vektoru @ ako je A > 0, a suprotna ako je A <0

Ako je A= 01ili @ = 0, onda je Ad@ = 0.

Teorem 1.6. (Svojstva zbrajanja vektora) Neka su a, 5, ¢ vektori. Tada vrijedi sljedece:

Definicija 1.7. Linearna kombinacija vektora dy, do, ..., d, i skalara A, Ao, ..., A\,

je vektor A\jd; + Aodo + ... + \,d,. Skalare zovemo koeficijenti linearne kombinacije.
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Zadatak 1. Neka je ABCD paralelogram, E sjeciste dijagonala, F poloviste stranice BC'
i G poloviste stranice C'D. Odredite vektore B?, B? , ﬁ , ﬁ , ﬁ;’ i ﬁ kao lineanu
kombinaciju vektora zﬁ i ﬁ

Rjesenje.

A B

BC=0.-AB+1-AD
ﬁ:o-ﬁ+%-@
ﬁ:%.ﬁﬂ)-ﬁ

AP - B+ LD
Fe--L.ap+ L.
FB--ab+L.aD

Zadatak 2. Neka je AB duzina, C' tocka na pravcu kroz A i B te O proizvoljna tocka.
H _ —_
[zrazite O? kao linearnu kombinaciju vektora OA i O? ako je ‘AC‘ =2 ’BC | i

a) C lezi na duzini AB
b) C ne lezi na duzini AB.

RjeSenje. a)



OA+AC =0C

OB + BC = OC.

Iz gornjih jednakosti dobivamo
AC =0C — OA (1.1)
BC = OC — OB. (1.2)

Iz slike vidimo da vrijedi 1@ = QC@ = —2@ , a onda uvrstavanjem u dobivamo

9B =0C - OA (1.3)
BC = —%c@ + %O_A (1.4)

Uvrstavanjem [1.4] u [I.2] dobivamo

locy loi-oc - o

o¢ - Lok + 2ot

3
Q C
B
A
OA+AC = OC
OF + BC = OC.



Iz gornjih jednakosti dobivamo

AC = 0C — 04 (1.5)
BC =0C — OB. (1.6)

Iz slike vidimo da vrijedi 1@ = 237 , a onda uvrstavanjem u dobivamo

2BC = OC — OA (1.7)
BC = —o? _ 154 (1.8)
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Uvrstavanjem u dobivamo

—o? (74 OC — OB
o?:—OAHO?.

1.2 Analiticki zapis vektora

U Kartezijevom koordinatnom sustavu u prostoru uvodimo koordinatne vektore i j,
k ¢ije su pocetne tocke u ishodistu, a zavrine tocke redom u tockama (1,0,0), (0,1,0) i
(0,0,1).

Vektor s po¢etkom u ishodistu O = (0,0,0), a krajem u 7' = (z,y, z) moZe se zapisati

kao linearna kombinacija koordinatnih vektora:
OT = i + yj + =k.

Tada vektor O7 jos nazivamo radijvektor i ¢esto ga poistovjecujemo s njegovom zavrs-

nom toc¢kom 7.

Napomena 1.8. Svaki vektor moze se zapisati kao linearna kombinacija koordinatnih

vektora. Ako su T} = (ay, az,a3) i Ty = (b, b, b3) dvije tocke u prostoru, tada imamo
Ti bl—al Z+(bg—a2)j+<b3—a3)k

Primjer. Odredite vektor AB ako je A(2,-3,1) 1 B(4,5,—-2).



RjeSenje. AB = (4 — 2)i + (5 — (=3))] + (=2 — 1)k = 27 + 87 — 3k.

Definicija 1.9. Dva vektora su kolinearna ako su istog smjera (leze na paralelnim

pravcima).

Teorem 1.10. (Svojstva vektora) Neka su @ = ari+ Clzj—i— aglgi b=byit sz—i— b;ﬂg vektori

te X skalar. Tada vrijedi:
a) a=0be a1 = by, as = by, a3 = b
b) @+ b= (a1 +b1)i + (a2 +by)j + (a3 + by)k
c) A-da= \ayi + )\(Izj‘i‘ )\CL3E
d) |d| = /a} + a3 + a3
¢) @b su kolinearni < @ = \b < Z—i = Z—z = Z—j =\

Primjer. Za vektore @ = 2i — j + 3kib=—i+ 27 — 5k odredite @ + 5, la| i —2a.

RjeSenje.
G+0b=(2—]+3k)+ (=i + 2] — 5k)

2—1)i+(-1+2)]+ (3 -5k

—2G = —2- (2 — j+3k)

= (-2) 20+ (=2) - () + (=2) - 3F

— —47 + 2] — 6k.

Zadatak 3. Zadane su tocke A(3,1,4) i B(2,5,1). Odredite sve vrijednosti koordinate z
tocke C(3,2,2) tako da AB i AC budu jednakih duljina.



Rjesenje.
AB = i+ 47 — 3k,
|AB| = V26
AC = P+ (z— )k

AC| = VIt 821 16=v2 8+ 17

Iz uvjeta zadatka imamo |@| = |1@|, stoga vrijedi

V26 = V22 =82 + 17
26 =22 — 82+ 17
22-8:-9=0

21 = —1, Z9 = 9.

Zadatak 4. Zadane su tocke A(—2,—1,1), B(4,—2,2) 1 C(6,1,3). Odredite koordinate
tocke D tako da cetverokut ABC'D bude paralelogram.
Rjesenje. Oznacimo D(x,y, z). Da bi ¢etverokut ABC' D bio paralelogram, mora vrijediti

AB = DC, BC = AD.

AB=61—j+Fk
DC=(6—a)i+(1—y)j+3-2)k

1z 1@ = ﬁ sada dobivamo

6=6—x
—-1=1-y
=3—-z

Zadatak 5. Odredite zavrsnu tocku vektora @ = 27 + 3;' — 4k ako je pocetna tocka
(1,2,-2).

RjeSenje. Ozna¢imo pocetnu tocku s A(1,2,—2) i kona¢nu tocku s B(x,y,z). Tada



1mamo

AB = (o — )i+ (y— 2)] + (= + 2)F.

Bududi da vrijedi 1@ = d, dobivamo

r—1=2
y—2=3
2+2=—4

Iz toga slijedi da je zavrsna tocka B(3,5, —6).

Zadatak 6. Odredite zavr$nu toc¢ku vektoru kojem je pocetna tocka (1,1, 1), dva puta je

dulji i iste je orijentacije kao vektor z@, pri ¢emu je A(—1,2,3) 1 B(0,1,—2).

RjeSenje. Oznac¢imo pocetnu tocku s C(1,1,1), zavrsnu s D(z,y, z). Imamo

OD = (x — )i+ (y— 1)j + (= — DF.

Iz uvjeta zadatka imamo Cﬁ = 2%@ , stoga dobivamo

r—1=2
y—1=-2
z—1=-10

Zavrsna tocka je D(3,—1,—9).

Zadatak 7. Zadana je tocka A(1,2,3). Odredite tocku B usmjerene duzine AB tako da
je P(2,3,7) poloviste duzine AB.

Rjesenje. Ozna¢imo B(z,y,2). Bududi da je P poloviste duzine AB, mora vrijediti
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AB—=2. AP

AB = (x— )i+ (y—2)]+ (- — 3F
AP =7+ ] +4k.

Iz uvjeta dobivamo

r—1=2
y—2=2
z—3=

Trazena tocka je B(3,4,11).

Zadatak 8. a) Odredite koja dva od navedenih vektora su kolinearni @ = 2% —j + 3/;,
b=3i+2j—k, &= —4i + 2] — 6k

b) Odredite realne brojeve z i y tako da su vektori @ = —i+2j — kib=3i+ xj + yE

kolinearni.

RjeSenje. a) Provjerimo sve moguce parove koriste¢i uvjet kolinearnosti.
i) Ako vrijedi @ = Ab, onda imamo
2=3\, —1 =2\ 3=—-)

iz Cega slijedi A = — 1 A = —3, §to je kontradikcija.

Wl N

ii) Ako vrijedi @ = A¢, onda imamo
9= 4\, —1=2)\, 3= —6)\,

1
iz Cega slijedi A = —5 Dakle, @ i ¢ su kolinearni.

i) Ako vrijedi b = A, onda imamo
3= 4\, 2=2)\, —1=—6),

11



1
iz Cega slijedi A =11\ = —5 Sto je kontradikcija.

b) Koristimo uvjet kolinearnosti b = Ad. Tada dobivamo

3=-A
T =2\
y=—\

Iz prvog uvjeta slijedi A = —3, stoga dobivamo z = —6,y = 3.
Zadatak 9. Prikazite vektor @ = —4; — 3k kao linearnu kombinaciju vektora @ = 3i — j
ib=1i4j+Fk.
Rjesenje. Neka su a i f realni brojevi.
¢=ad+ Bb

—47 =3k = 3o+ B)i + (—a + B)] + Bk

3a+p=0, —a+p=-4, p=-3.
Uvrstavanjem 8 = —3 u drugu jednakost dobivamo —a — 3 = —4, odnosno a = 1. Stoga
je konacno rjesenje ¢ = a — 3b.

Nije uvijek moguée neki vektor zapisati kao linearnu kombinaciju drugih vektora.

Primjer. Prikazite vektor @ = i + j + k kao linearnu kombinaciju vektora @ = i + j i
b=2j — 6k.

Rjesenje.
¢=ad+Bb
i+]+k=ai+(a+28)]+(—68)k
a=1, a+28=1, ﬂ:—é.
Uvrstavanjem a = 11 § = ~5 u drugu jednakost dobivamo g = 1, sto je kontradikcija.
Dakle, nije moguce ¢ prikazati kao linearnu kombinaciju vektora a i b.

Opéenito, svaki vektor mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju triju vektora samo
ako su oni linearno nezavisni.
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Zadatak 10. Prikazite vektor d = 2i + 3;’+ 3k pomocu vektora @ = 2 — 3}‘4— E, b=
2447+ 3k i &= 4i + 27 + 4k.

Rjesenje. Neka su a, 51y realni brojevi.

d=ad+ b+~¢
%+ 3] + 3k = (200 + 28 + 47)i 4+ (—3a + 48+ 27)] + (a + 38 + 4y)k

20420+ 4y =2, —-3Ba+4f+2v=3, a+30+4y=23.

Iz trece jednakosti dobivamo o = 3 — 38 — 4+, uvrstavamo u prve dvije te dobivamo

fty=1
138 + 14y = 12.
Iz gornjih jednakosti slijedi v = —11 8 = 2 te a = 1, $to znaci da imamo d=a+2b—7C.

1.3 Zadaci za vjezbu

Zadatak 1.1. Neka je ABCD paralelogram. Odredite vektore 1@ i B? kao linearnu
kombinaciju vektora 1@ i ﬁ

Zadatak 1.2. Neka je ABCDFEF pravilni Sesterokut i neka je O sjeciste dijagonala, a
= —
G poloviste stranice E'F. Izrazite O? , §5 i ﬁ kao linearnu kombinaciju vektora OA i

OB.

Zadatak 1.3. Neka su A(—1,2,1), B(3,0,1) i C(2,2,—1) vrhovi trokuta ABC. Odredite

——
vektor tezisnice C'C 1 tocku (.

Zadatak 1.4. Zadane su tocke A(—2,3,1), B(1,4,2) i C(—3,y,0). Odredite sve vrijed-
nosti od y tako da vrijedi \/@\ = ]@]

Zadatak 1.5. Odredite jesu li @ i b kolinearni ako vrijedi:
a) @=2i— j+5kib=—4i+2j+ 7k b)d=—i+4j—2kib=—3i+j—3k
) 3=2i+2]—3kib=—6i—6j+9k d)d=3j+kib=—i+3j+3k
Zadatak 1.6. Prikazite d kao linearnu kombinaciju vektora d, bic ako vrijedi:

13



a) d=—3i+10j — 8k, b) d =T7i —12] + 8k

@=2i+2j — 2k, @ = —5j + 3k,

b=—3i+j—k, b=—i+j— 3k,

C=4i—5j +k T=—2+2j +2k
¢) d=—97—2j — 8k d) d = —2i +12j + 18k

a=—20—3j+k, i=i+j— Tk,

b= —i+4k, b= —6i+j— 2k,

= —3i+2j— 3k C=Ti+7j—3k
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Poglavlje 2

Transformacije ravnine 1 prostora

2.1 Pojam matrice

Definicija 2.1. Neka su m i n prirodni brojevi. Niz elemenata poredanih u pravokutnu

shemu od m redaka i n stupaca oblika

aiq a12 N AT
a921 a92 ... Qop
Am1 Am2 ... Omn

nazivamo matrica tipa m x n.
Matricu ¢esto skrac¢eno zapisujemo kao A = (a;;).

Napomena 2.2. Dvije matrice A = (a;;) i B = (b;;) su jednake ako vrijedi a;; = b;; za

sve 1, J.
Definicija 2.3. Kazemo da je matrica kvadratna ako ima jednak broj stupaca i redaka.

Definicija 2.4. Matricu oblika

a1 0 0
0 929 0
0 0 Amn

nazivamo dijagonalna matrica.

Nul-matrica je kvadratna matrica ¢iji su svi elementi jednaki 0. Jedini¢na matrica

je dijagonalna matrica ¢iji su dijagonalni elementi jednaki 1.

15



Primjer. 1. Nul-matrica trec¢eg reda (3 x 3)

0
[0
0

0

0

0
2. Jedini¢na matrica drugog reda (2 x 2)

o]
L a A

a
Napomena 2.5. Vektor ¢ = ai + bj+ ck mozemo zapisati kao 3 X 1 matricu v = [ b ] )
c

0
0
0

3. Proizvoljna 2 x 3 matrica

Definicija 2.6. Neka je zadana matrica A tipa m x n i vektor v duljine n. Djelovanje

matrice A na vektor ¢ definiramo kao

a a2 ... Qipn (%1 a1101 + a12V2 —+ ... A1nUn
. g1 Q22 ... Q9pn V2 A91V1 + Q29U + ... A2y Uy
AV = . = ,
Am1 Ama - Qmp Up, A1 V1 + @2V + .. Gy U,

1
Primjer. Odredite djelovanje matrice [ _13 52 g ] na vektor [ —4 ]
4

Rjesenje.

2.2 Translacija

Definicija 2.7. Translacija prostora odredena vektorom translacije v = ai + bj'—l— ck

je preslikavanje koje svakoj tocki T'(z,y, z) pridruzuje tocku T"(z’, 1/, 2’) tako da vrijedi

{L,/
/ —
M‘

T(2,y,2) > T(x + a,y+b, 2 +c).

Tr+a
y+0b
z+c

+

Y

a
b
c

16



Primjer. Odredite to¢ku dobivenu translacijom toc¢ke T'(—1, 0, 5) za vektor v = 3;+2;— k.

Rjesenje.

T(—1,0,5) — T"(2,2,4).

2.3 Rotacija

Definicija 2.8. Rotacija ravnine oko ishodista za kut « je preslikavanje odredeno

matricom rotacije
cosa —sino
sinaw  cos«

koje svakoj tocki T'(z,y) pridruzuje tocku T"(x,y) tako da vrijedi
' | | cosa —sina | | x| | rcosa—ysina
y | | sina cosa y | | rsina+ycosa |’
T(x,y) — T'(xcosa — ysina, xsina + y cos a).

Primjer. Zapisite matricu rotacije u ravnini oko ishodista za 90° i odredite sliku tocke

T(x,y) pri toj transformaciji.
Rjesenje. Znamo da vrijedi sin(90°) = 1 i cos(90°) = 0, stoga dobivamo

cos90° —sin90° | [0 -1
sin90° cos90° | |1 O |-

Djelovanje matrice rotacije na to¢u 1" dano je s

T(z,y) — T'(~y, )

Zadatak 11. ZapiSite matrice rotacija u ravnini oko ishodista za kut « te odredite sliku

tocke T'(—2,4) ako je:
a) a = 45°
b) a = 150°

17



c) a=300°

RjesSenje. a) Vrijedi cos45° = */75 isin4bh° = 72, stoga imamo

cos45° —sin4d° |
sin45°  cos45° B

wlSlS)
S i@

Djelovanje matrice na tocku 7' dano je s

|

b) Vrijedi cos 150° = —¥2 i sin 150° = 1,

wlSelS)
|

S,

| — |
| —— |
-
—_ 1

[

| — |
L b
5%
[\

—_

stoga imamo

cos150° —sin150° | | =2 1
sin150°  cos150° | | 1 '

Djelovanje matrice na tocku 1" dano je s
EENERES
1 3 I S :
L3 4 1-2V3
c¢) Vrijedi cos 300° = 2 i sin 300° = —‘/75, stoga imamo

2
cos300° —sin300° ] | 1 3
sin300°  cos300° | T | _v3 1 |-

Djelovanje matrice na tocku 7" dano je s

oS 2] [-1+2v3
Sl m e ]
Definicija 2.9. Rotacije prostora oko x, y i z-osi odredene su redom matricama

1 0 0
0 cosa —sinaw
0 sina cos«

cosae 0 sina
0 1 0
—sina 0 cosa

Rx: 5 Ry: ) RZ:

sinaw cosa 0O

0 0 1

cose —sina 0 ]

Zadatak 12. Zapisite matricu rotacije za kut o = 120° oko

a) x-osi

18



b) z-osi.

Odredite sliku tocke T'(4,2,6) pri tim rotacijama.

Rjesenje. Vrijedi sin 120° = ‘/75 icos120° = —%, stoga imamo
a)
1 0 0 1 0 0
0 cos120° —sin120° ] 10 -t ¥
0 sin120° cos120° 0 \/Ti’? -1

Djelovanje matrice na tocku 7' dano je s

1 0 0 4 4
0 _% _\/73 .[2]_ ~1-3V3
o4 b Lol s
b)
cos120° —sin120° 0 -1 ¥ g
sin120°  cos120° 0 | =| ¥ _1
0 0 1] 0 0 1

Djelovanje matrice na tocku 71" dano je s

- ( 4 —2-/3
V8 L g f|-|2]=|2/3-1
2 2

0 0 1 6 6

2.4 Simetrija i projekcija
Definicija 2.10. Simetrije ravnine i prostora odredene su djelovanjem sljedeé¢ih matrica:

Simetrije ravnine

(a) Centralna simetrija ravnine s obzirom na ishodiste

Ky

(b) Osne simetrije s obzirom na z i y-os

DRI

19



Simetrije prostora

(a) Centralna simetrija s obzirom na ishodiste

C —

(b) Osne simetrije s obzirom na z, y i z osi
1 0 O -1 0 O -1 0 0
Se=|0 -1 0|, §=]0 1 0], Ss=|0 —-10],
0 0 -1 0 0 -1
(¢) Simetrije s obzirom na koordinatne ravnine xy, zz i yz

10 0 1 0 0 ~10 0
Syy=101 0|, Sp=|0-10|, S.=|0 10],
00 —1 0 0 1 0 01

Napomena 2.11. Matrice projekcija na koordinatne osi i koordintne ravnine dobivaju
se iz pripadnih matrica simetrija tako da se svako pojavljivanje broja —1 zamijeni brojem

0. Pripadne projekcije oznacavaju se redom s P, Py, P., P,,, P, 1 P,..

Primjer. Matrica projekcije na xz ravninu dana je s

1 00
00 0].
0 01

Zadatak 13. ZapiSite matrice sljedec¢ih transformacija prostora
a) simetrija s obzirom na y-os
b) simetrija s obzirom na zz-ravninu
c¢) projekcija na yz-ravninu

Primijenite te transformacije na tocku (2, —1,4).

-1 0 0 2 —2
Rjesenje. a) [ 0 1 0 ]-[—1]:[—1].
0 0 -1 4 —4
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Definicija 2.12. Transformacije ravnine/prostora koje se mogu zapisati matriéno bez

translacije nazivaju se linearne transformacije.

Napomena 2.13. Opcenita linearna preslikavanja nazivamo linearni operatori, a li-
nearne transformacije samo su njihov specijalni slu¢aj. Svaki linearni operator moze se

prikazati odgovaraju¢om matricom.

2.5 Zadaci za vjezbu

Zadatak 2.1. Odredite djelovanje matrice A na vektor v ako vrijedi:

-5 1 3 4 -
a) A= 9 _4 11, v=—6i+5]+k
1 -2 9 I
b) A= 7 2}, v=2i+8) — 3k

73 -3 1 o
) A=[0 2 0 |, §=—12+3]

Zadatak 2.2. Odredite tocke 7" 1 T" dobivene translacijom tocke T'(2,5, —6) za vektore
=2 —3j+4k i@ =—4i+5) + 5k

Zadatak 2.3. Odredite matricu rotacije ravnine oko ishodista za kut « te njezino djelo-

vanje na toc¢ku 7'(6, —2) ako vrijedi:
a) o = 60° b) a = 270°
¢) a=135° d) a = 240°

Zadatak 2.4. Zapisite matricu rotacije prostora za kut a = 235° oko y-osi i odredite

sliku tocke T'(—1, -2, —1).
Zadatak 2.5. Odredite sliku tocke T'(3, —5,1) s obzirom na sljedece transformacije:

a) centralna simetrija b) projekcija na z-os

¢) simetrija s obzirom na xy-ravninu d) simetrija s obzirom na y-os
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Poglavlje 3

Algebra matrica. Inverzna matrica.

Determinanta

3.1 Matri¢ne operacije

Definicija 3.1. Neka su A = (a;;) 1 B = (b;;) matrice tipa m x n. Zbroj matrica Ai B
definiramo kao matricu A+ B = (a;; + b;;).

Napomena 3.2. Zbroj matrica moguée je definirati samo na matricama istog tipa.
Primi 132+2—15_1+23—12+5_327

et 10 1 3 -1 0| | -1-30-11+0|" | -4 -1 1]
Definicija 3.3. Mnozenje matrice A = (a;;) skalarom A definiramo kao matricu \A =
(Aaiz)

prmjer. (-3 | § 7' 5 [ = | 00 Y 01T S Y

Zadatak 14. Odredite A 4 2B za sljedec¢e matrice:

a)A:'Q -1 0}7 B:{?) 0 1]

0 1 3 -2 —1 0
F -3 -1 -2 5 1 —1
by A=| 1 2 2|, B=| 2 -2 2
-1 0 0 -3 0 1
RjeSenje. a) )
6 0 2
2B=1_4 9 0}
(2 —1 0 6 0 2
Av2B=1¢9 4 3}*{—4 - o]
8 -1 2
| -4 -1 3




T 10 2 -2
9B=| 4 -4 4
6 0 2 |
F -3 —1 -2 10 2 -2
A+2B=| 1 2 2 |+| 4 -4 4
-1 0 0 -6 0 2
T 71 =4
—| 5 -2 6
-7 0 2 |

Definicija 3.4. Neka je A = (a;;) matrica tipa m x n 1 B = (b;;) matrica tipa n X p.

Umnozak matrica A i B definiramo kao matricu C' = A x B tipa m x p kojoj su elementi

dani s Cij = ailblj + ainzj + ...+ ainbnj-

.1 21 2
0 -1 3| | 22 71|=
50 2

Primjer.

Cl1(=2)—1-(=2)+2-(=5) 1-1-1-242-0 1-2—1-(—

T10-(=2)—1-(=2)+3-(=5) 0-1—-1-243-0 0-2—1-(—
[ —2+2-10 1-2 241+4] [-10 —1 7
= 2-15 —2 146 || -13 -2 7|

Zadatak 15. Odredite AB i BA ako je definirano za matrice

1
) A=| o |, B=[3415)
1
2 1 2 1
b)A=|4 5 6|, B=|1
0 1 7 -1
1 5
¢) A= g_llf] B=| -1 2
11
2 0 -1 010
d A=|0 3 2|, B=|10 2
11 1 010
341 5
Rjesenje. @) AB=| ¢ o o o | BA=[16]
341 5
1
b) AB=| 3
6
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r 3 47
o as=[4 1] pa=| s s o]
L 3 0 3
0 1 0 0 -3 2
d) AB=| -3 2 -6 |, BA=|4 2 1
1 2 2 0 =3 2

Napomena 3.5. Opcenito za dvije matrice A i B ne vrijedi AB = BA.

Teorem 3.6. (Svojstva mnoZenja matrica) Neka su A, B, C' matrice. Tada vrijedi slje-

dece:
a) (AB)C = A(BC)
b) A(B+C)=AB+ AC
¢) (A+ B)C = AC + BC
d) (AA)B = \(AB)

o) A=Al = A

Za kvadratnu matricu A mozemo definirati njenu potenciju A" =A-A-...- A.
—_—
n puta

Primjer. Za matricu A = [ g é } odredite A3.

Rjesenje. ] )
2 1
A:_3 0 |
o (2 1] [2 1] [7 2
A—_3 0 | {3 O]_{G 3}
Ag_'72'. 2 1] [20 7
T |6 3] [30] 21 6]

3.2 Primjena matrica na transformacije

Neka su A i B matrice koje odgovaraju dvjema linearnim transformacijama. Kompoziciji
linearnih transformacija odgovara mnoZenje matrica AB (prvo djeluje transformacija B,
zatim A) ili BA (prvo djeluje transformacija A, zatim B).

1 0

Primjer. Neka je A = [ 0 1

} matrica osne simetrije ravnine s obzirom na z-os i

B = [ (1) _01 } matrica rotacije ravnine za kut od g
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e Matrica linearne transformacije dobivene rotacijom ravnine za kut od 5 8 zatim
. . . . 0 -1
osnom simetrijom s obzirom na z-os dana je s AB = 1 0 |

e Matrica linearne transformacije dobivene osnom simetrijom s obzirom na z-os, a

zatim rotacijom ravnine za kut od g dana je s BA = [ ? (1) } .

Zadatak 16. Dokazite da je matrica kompozicija ravninskih rotacija oko ishodista za

kuteve o i B jednaka ravninskoj rotaciji za kut o + .

Rjesenje. Pripadne matrice rotacija su

A | cosa —sina B_ cosf3 —sinf
| sina  cosa |’ “ | sinf8 cosf |
Izracunajmo komporziciju tako da prvo djeluje B, a zatim A, odnosno odredimo matricu
AB.

[cosoz —sina}_[cosﬁ —sinﬂ}:

sina cosa sinf cosf

cosacosf —sinasin 8 —sinacos 3 — cosasin 3
cosasin f + sinacos f  — sin a cos a + cos « cos 3

ey e

Analogno odredujemo matricu kompozicije kada prvo djeluje A, a zatim B
Zadatak 17. Na tocku (2,2, 1) primijenite sljedece transformacije prostora:

a) prostorna rotacija oko y-osi za kut o = 240°, a zatim prostorna simetrija s obzirom

na yz-raviinu

b) prostorna simetrija s obzirom na xz-ravninu, a zatim prostorna rotacija oko y-osi

za kut a = 240°.

Rjesenje. Vrijedi sin 240° = —‘/75 i cos240° = —1.

Matrica rotacije oko y osi dana je s

cosae 0 sina —% 0 —‘/75
R, = 0 1 0 = 0 1 0 ,
—sina 0 cosa \/73 0o -1

25



a matrica prostorne simetrije s obzirom na xzz-ravninu dana je s

1 0 0
Sez=10 =1 0].
0 0 1

1 0 0 -1 o0 -4 2
0 -1 0 0 1 0 - 2 =
0 0 1 V3o 1 1
2 2
1 0 0 725\/5 725\/5
0 -1 0 |- 2 = —2
0 0 1 2v/3-1 2v/3-1
2 2
b)
-2 0 % 1 0 0 2
0 1 0 . 0 -1 0] -] 2 =
v3 g _1 0 0 1 1
2 2
-5 0 =¥ 2 2
0O 1 O -2 | = —2
V3o 1 1 2v/3-1
2 2 2

3.3 Determinanta

Definicija 3.7. Za matricu A tipa n x n ozna¢imo s A;; matricu tipa (n — 1) x (n — 1)
koju dobivamo iz matrice A izbacivanjem i-tog retka i j-tg stupca.
Definicija 3.8. Determinanta kvadratne matrice A je broj koji se ra¢una Laplaceovim
razvojem po nekom (i-tom) retku

det(A) = Z(-l)iJrjaij det Aij

Jj=1

ili po nekom (j-tom) stupcu
det(A) = Z(—l)iﬂaij det Azg

=1

Determinantu matrice A jo§ ozna¢avamo s |A.
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Predznake kod razvoja determinante mozemo zapamtiti pomoc¢u sheme

+ -+ -
-+ - +
+ - + -
- + - +
Primjer. [3] = 3.
Primjer. |> 2| =2.4—5.1=8—5=3.
1 4
2 1 1
Primjer. 0 3 0|=2.13 O _o. /b Llioll Vo 66— _12
0 —1 0 -1 30
2 0 -1
Zadatak 18. Izracunajte sljede¢e determinante:
. 111 12 -2 by
a) b) 2 2 2 c) |3 4 —1|. d)
-2 5 345 3 9 1 3040
0405
- 1 4
RjeSenje. a) ‘_2 5’:5+8:13.
111
2 2 2 2 2 2
b)222:‘ ’—‘ ’—l—‘ ':2—4+2:0
345 4 5 3 5 3 4
-1 2 =2
o3 4 —1)=—[1 o3 M 2% H- 6-20-218= 4
2 1 -3 1 -3 2
-3 2 1
PO el o3 023
d) =10 4 0/+2|3 0 0] =40—48+ 144 = 136.
3040y 050 o4 s
0 405
Definicija 3.9. Matrica oblika
ai; Q2 Q1in
0 ag A2n
0 0 Amn
naziva se gornje trokutasta, a matrica oblika
a1 0 0
Q21 Q22 0
m1  Am2 Qmn

naziva se donje trokutasta.
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Determinantu matrice A racunamo svodenjem matrice na gornje ili donje torkutastu

matricu pomocu elementarnih matri¢nih operacija.
Definicija 3.10. Elementarne matri¢ne operacije su:

1. zamjena dvaju redaka (stupaca)

2. mnozenje jednog retka (stupca) brojem razli¢itim od 0

3. dodavanje jednok retka (stupca) pomnozenog skalarom drugom retku (stupcu)
Napomena 3.11. (Svojstva determinante)

1. Zamjenom dva retka (ili stupca) determinanta mijenja predznak

-2 2

1 2

1 2
-2 2

=o 7 =

2. Determinanta se mnozi skalarom tako da se jedan njen redak (ili stupac) pomnozi

skalarom

3. Ako su svi elementi nekog retka (ili stupca) jednaki 0, determinanta je jednaka 0

01 -2
03 2|=0
07 -1

4. Ako su determinanti dva retka (ili stupca) jednaka ili proporcionalna, determinanta

je jednaka 0

2 1 =2
6 3 —6{=0
1 7 -1

5. Vrijednost determinante se ne mijenja ako se nekom retku (ili stupcu) pribroji drugi
redak (stupac) pomnozen skalarom

1

-5

1

6. Determinanta gornje ili donje trokutaste matrice jednaka je umnosku elemenata na

dijagonali.
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1 20

Primjer. Izracunajte determinantu |2 2 1| koristeci elementarne matri¢ne operacije.
3 21
Rjesenje.
1 20 1 2 0 1 2 0 1 2 0
22 1=10 =2 1|=0 =2 1|=|0 =2 1|=1-(-2)-(-1)=2
3 21 3 2 1 0 —4 1 0 0 -1

Zadatak 19. Izracunajte sljede¢e determinante:

-1 6 -9 4 =3 5
a) |1 =7 9 b) |8 —6 10
1 —4 5 11 1
-23 1 0 5 -1 2 2
-2 3 -5 —1 1 -4 3 -1
9lo 1 1 1 Dl 5 4 g
4 2 2 1 1 -1 -2 2
Rjesenje
a)
-1 6 -9 |-1 6 -9 |-1 6 -9
1 -7 9|=|0 -1 0|=|0 -1 0|=4
1 —4 5 0 2 4 0 0 4
b)
4 -3 5 1 1 1 1 1 1 11 1
8 —6 10/=—4 =3 5|=—]0 =7 1=—[0 =7 1|=0
11 1 8 —6 10 0 —14 2 0 0 0
c)
23 1 0 -2 3 1 0 23 1 0 -2 3 1
-2 3 -5 —1|_[0 0 -6 -1 [0 0 —6 —-1] |0 1 1
0 1 1 1/ ]0o 1 1 1| |0 1 1 1|-"|l0 0 —6
4 2 2 1 0 8 4 1 0 0 —4 -7 0 0 —4
-23 1 0
0 1 1 1 19
=10 0 J6 L[ (<F) =T
0 0 0 -2
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5 -1 2 2 1 -1 -2 2 1 -1 -2 2
1 -4 3 —1| |5 -1 2 2| o 4 12 -8
9 3 1 1 1 -4 3 -1 0 -3 5 -3
1 -1 -2 2 9 3 1 1 0 5 3 -3
1 -1 -2 2 1 -1 —2 2
0 1 3 -2 0 1 3 -9 14 -9
=4y 3 5 3=%o 0o 14 -9 __4‘—12 7‘
0 5 3 -3 0 0 -12 7
— _4-(98 — 108) = 40

3.4 Inverz matrice

Definicija 3.12. Za kvadratnu matricu A kazemo da je regularna ako postoji kvadratna

matrica A™! takva da je

A- A =41 A=1
Matricu A~! nazivamo inverz matrice A.
Teorem 3.13. Kvadratna matrica je regularna ako i samo ako vrijedi det(A) # 0.

Primjer. Matrica A = [ ;L g } je regularna jer je det(A) = 10 # 0.

Primjer. Matrica A = [ (1) 8 } nije regularna jer je det(A) = 0.

Zadatak 20. Odredite realnu vrijednost od = tako da matrica

2 1 =z
2 -1 3
-1 2 0

bude regularna.

Rjesenje.
2 1 =z
2 -1 3 :2_1 3| _| 2 3+:c 2 =-12—-3+4+3x=—-15+3x
P 2 0/ |-1 0 ~1 2

Matrica je regularna ako i samo ako je —15 + 3z # 0, odnosno ako je z # 5.

Primjer. Odredite inverz matrice { _42 % ]
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Rjesenje. Oznacimo A~! = [ i g) } Tada vrijedi

-2 1| |z y|_|2r+z —2yt+w 10
4 1 z w | | dr+z 4dy+w 01
Iz toga dobivamo sljedeé¢a dva sustava jednadzbi

—2r+z2z=1 2y4+w=0
dr+2=0 4dy+w=1

. : . 1. 2 . . 1,
Rjesavanjem prvog sustava dobivamo x = ~5 iz = 3 a rjesavanjem drugog y = 5 i
1 R
w=—. Dakle,Alzl 6 6].
3 2 1
3 3

Osim direktnog rac¢una, inverz matrice odredujemo pomocu adjungirane matrice.

Definicija 3.14. Neka je A matrica tipa m x n. Transponirana matrica A”™ matrice

A je matrica tipa n x m dobivena iz A zamjenom redaka sa stupcima i stupaca s redcima.

Primjer. Odredite transponiranu matricu od A = { _02 é _31 }

Rjesenje.
Prvi redak|[ —2 1 3 ] postaje prvi stupac transponirane matrice.
Drugi redak [ 0 5 —1 | postaje drugi stupac transponirane matrice.

-2 0
1 5 |.

3 -1

AT =

Definicija 3.15. Neka je A kvadratna matrica reda n. Adjungirana matrica A* = (aj;)

matrice A je matrica za koju vrijedi aj; = (—1)"*7 - det A7

7;» gdje je Aj; matrica dobivena

iz AT brisanjem i-tog retka i j-tog stupca.

1 1 2
Primjer. Odredite adjungiranu matricu od A = [ 3 -1 -1 ] .

2 5 3
Rjesenje.
1 3 2
AT=11 -1 5
2 -1 3
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. -1 5 " 15 « 1 -1
ay = (=) -1 3‘ =2 aj,=(-1)'" 9 3‘ =7 aj;= (-1 2 _—1
3 2 . 1 2 x 1
ay = (=171 5 3‘ =11 ap = (1", 3‘ =1 agp=(-1"7,
. 3 2 . 1 2 . 1 3
az = (=1)*" -1 5’ =17 a3 = (-1)"* 1 5' =3 ap= (-1
2 7 1
A= | =11 -1 7 |.
17 -3 —4

Definicija 3.16. Neka je A regularna matrica. Tada je njen inverz A~! dan s

Primjer. Odredite inverz matrice A = [ _13 _41 }

Rjesenje.

det A= (=3) (1) —4-1=—1.

Zadatak 21. Odredite inverz sljede¢ih matrica:
-1 5 -1
a) [ cs } b) [ 41 3 ]
-3 -2 2

Rjesenje. a)

1 —1|



Inverz je

i 3 —4
10| 1 2
b)
-1 5 -1
4 1 3| =-—88
-3 -2 2
-1 5 =177 -1 4 -3
4 1 3 = 5 1 =2
-3 -2 2 -1 3 2
ay; =8, aj,=-8, aj3=16
ay; = =17, a3 = =5, ay = -1
Inverz je

1 8 —8 16
—— | =17 =5 -1 |.

8 —5 —17 —21
Inverz matrice mozemo odrediti pomoc¢u elementarnih matri¢nih operacija svodenjem

pocetne matrice na jedini¢nu matricu, Sto simbolicki jos zapisujemo kao
—1
[Al] ~ -~ [T]ATT].

Primjer. Odredite inverz matrice [ _12 % } koristeci elementarne matri¢ne transforma-

cije.
Rjesenje.
1 2 10 1 2 10
-2 1 0 1 05 2 1
1 2 10
RN
fron
01 ]2 3

Zadatak 22. Odredite inverze sljede¢ih matrica:
-3 1 -1 2 5 -1
a) 1 0 1 b) 2 11 =2
-2 2 3 -2 4 1
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1 0 5[1 0 07 1 0 5] 1 0 07
0 1 3/010 ~{0 1 310 10
1 -1 300 1| 0 -1 —2|-1 0 1
1 0 51 0 07 1 0 0 6 =5 =57
~10 130 10 ~(0 103 -2 =3
00 1|-11 1] 00 1]-1 1 1 |
3.5 Zadaci za vjezbu
-3 7 2
Zadatak 3.1. Izracunajte 3A+2B — ABakojeA=| 1 0 5 |i
2 =5 2
0 —4 2
B=|1 3 2].
5 1 =3

Zadatak 3.2. Odredite matricu transformacije prostora dobivene tako da prvo djeluje
simetrija s obzirom na z-0s, a zatim rotacija oko x-osi za kut o = . Primijenite dobivenu

transformaciju na tocku 7(—2,v/2,/2).

Zadatak 3.3. Odredite matricu transformacije prostora dobivene tako da prvo djeluje
rotacija oko z-osi za kut o = 7, a zatim centralna simetrija. Primijenite dobivenu tran-

sformaciju na tocku T(—v/2,3, —1).

Zadatak 3.4. Izracunajte sljedece determinante:

7 -1 =5 147
a) |2 12 4 b) 2 5 8
—4 2 6 36 9
—2 5 -1 0 2 -2 1 -3
) 70 4 2 Q) 4 -1 -2 5
13 3 1 1 39 -3 1
~1 4 -2 1 -6 6 -3 8
Zadatak 3.5. Odredite inverz sljede¢ih matrica:
2 1 =37 2 2 67
a) | 1 3 -1 b) | =3 6 0
-3 1 1 | 3 -4 1
(3 —4 5 7 102 2T
|2 -3 1 |2 1 -2
| 3 -5 —1 | 2 -2 1 |




Poglavlje 4

Skalarni, vektorski 1 mjeSoviti produkt

vektora

4.1 Skalarni produkt

Definicija 4.1. Skalarni produkt vektora a i b definiran jes

a-b=|al-|b|-cos<(a,b).

Specijalno, za @ = b dobivamo @ - @ = a2 = |d| - || - cos 0° = |2

Teorem 4.2. (Svojstva skalarnog produkta) Neka su @, b i & vektori i A skalar. Tada
vrijedi sljedece

a) a> >0

b) @* = 0 ako i samo ako @ = 0

¢)a-b=b-a

-

d) (A@)-b=A\(@-b)

=,

e) (@+D)-

G+b-C

o
QL

Primjer. Neka su @ i b vektori takvi da je |@| = 3, b = |2| i zatvaraju kut od 30°. Tada je

a-b

3-2-cos(30°) = 3V/3.
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Definicija 4.3. Za dva vektora da, b kazemo da su ortogonalna ako vrijedi a - b=0.

Zadatak 23. Odredite kut koji zatvaraju jedini¢ni vektori m i 7 ako su @ = m + 21 i

b = 5m — 47 medusobno ortogonalni.
Rjesenje. Vrijedi

=81 -1 = -3+ 6m-n.

S

G-b="5m-m-+6

Buduéi dasud@ib ortogonalni, vrijedi @ - b= 0, stoga zajedno s prethodnom jednakosc¢u
dobivamo

— — 1
m-n=—.
2

No takoder vrijedi,

m -7 = |m||7i| - cos p = cos p.

Dakle, imamo

cos Y = 3
iz Cega slijedi ¢ = g
Zadatak 24. Odredite |@ + b| ako je |@| = 11, |b] = 23 i |@ — b] = 30.

Rjesenje.

S

G+ 0> = (@+b)-(@+b) =a+b"+2a-b=|a> +|b]*+2a-
_l’_

S

B —2a-b=|a]®+ |b)> —2a-
Zbrojimo li prethodne dvije jednakosti, dobivamo

@+ b|* + |@ — b = 2|a@)* + 2|b]?
@ + b + 900 = 242 4 1058
@ + b|? = 1300 — 900
|G+ bJ*> = 400

|G+ b| = 20.
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Teorem 4.4. Neka su @ = aﬁ—l— azj'—i— aSE ib= bJ—l— bgf+ ng vektori. Tada vrijedi
a- g: (Zlbl + a2b2 + a3b3

Napomena 4.5. Kut izmedu vektora @ i b mozemo rac¢unati formulom

Primjer. Odredite skalarni produkt vektora @ = i— j’i b= j’—i— k te odredite kut izmedu
njih.

Rjesenje.

S

ib=-1
o =V1+1=+v2
b =vV1+1=1v2

coS = = —

Zadatak 25. Odredite kut izmedu vektora AB zadanog tockama A(1,—2,1)
i B(3,—1,—1) te vektora @ zadanog tockama C'(4,—-3,1) 1 D(5,—2,2).

Rjesenje.

AB =2+ -2k
CD=i+j+k
AB| = V9 =3
CD| =3
AB.CD =1

1
CoSp = ——=

3v/3
o = 79.9043° ~ 78°54'15".
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4.2 Vektorski produkt

Definicija 4.6. Vektorski produkt vektora @ i b oznacavamo s @ X b i definiramo kao

vektor s modulom |@ x b| = || - |b] - sin <((@, b), smjerom okomitim na vektore @ i b te

orijentacijom po pravilu desne ruke.

Teorem 4.7. (Svojstva vektorskog produkta)

a) bxd=—axb

b) dxda=0

¢) (A@) x b= \@ x b)

d) (@+b)xé=axc+bx?c

Napomena 4.8. Vrijedi sljedece:
1. fozo,fxf,ExE:O
2. 5xf:lg, lgxfzf, fxlg:;.

Teorem 4.9. Neka su @ = a,i + aﬁ—i— a;;lg ib=bii+ bﬁ'—l— bglz. Tada vrijedi sljedece:

a)

I R
axb=la; ay ag
by by b3

b) @, b su kolinearni < @ x b = 0.

Primjer. Izracunajte vektorski produkt vektora a = 3 — j —2kib=2i+ 5;' — 4F.

Rjesenje.
Lo R ol L |3 2] - |3 -1
ixb=1|3 ~1 —2|=i _‘—j~ _'+k~ ‘
s 5 —4 2 4 2 5

—i(4410) — j(—12+4) + k(15 + 2)

= 147 + 85 + 17k.

Zadatak 26. Izracunajte vektorski produkt @ = —27 — 3] — kib=1i+ J 2%k
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Rjesenje.

B A A
axb=|-2 =3 —1|=Ti—5j+k.
11 =2
Zadatak 27. Odredite jesu li vektori @ =i — j + kib= 2+ 7 — 3k kolinearni.
RjeSenje.
LR
axb=|1 -1 1|=2i+5j+3k.
2 1 -3

Vektori nisu kolinearni.

Napomena 4.10. Ako je zadan paralelogram ABC D, onda je njegova povrsina jednaka
P =|AB x AD|.

Zadatak 28. Neka je ABC'D paralelogram zadan trima tockama A(1,2,3), B(2,—-3,1) i
C(2,—2,—3). Odredite njegovu povrsinu.

Rjesenje.
AB =7 —5]— 2k

AD = BC = j— 4k

—

ik S L L
ABxAD=|1 “5 —o|=187—4j+Fk
0 1 —4

P = |187 — 4] + k| = v/341.

4.3 MjesSoviti produkt vektora

-

Definicija 4.11. Mjesoviti produkt vektora @, b i & definiramo kao vektor (@xb)-¢c.

Definicija 4.12. Za tri vektora kazemo da su komplanarni ako leze na paralelnim

ravninama.

Teorem 4.13. Neka su d = aﬁ—i— a25+ aglg, b= bJ—i— bgj‘i‘ ng ic= cJ—F czf—l— 63/2. Tada

vrijedi sljedece:

a)

N ap az as
(CY X ) C= bl b2 b3
i C2 C3
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b) d, b i &su komplanarni < (@xb)-¢=0.
Primjer. Odredite mjesoviti produkt vektora @ = —i + J, b=i— 27 + l;, c=1i-—2k.

Rjesenje.

Zadatak 29. Odredite mjesoviti produkt vektora @ = —i + 25'—1— k, b = —35’ + 2/5,

c=2i—5j.

Rjesenje.
-1 2 1
0 -3 2|=
2 =50

Zadatak 30. Odredite jesu li vektori @ = 2i — j + E, b =i+ j- 2]2, c=1+4j— 7k

komplanarni.

Rjesenje.
2 -1 1
1 1 =2|=0.
1 4 -7

Vektori su komplanarni.

Napomena 4.14. Ako je paralelepiped odreden vektorima a, bi ¢, onda je njegov volumen
jednak

=,

V=|(@xb)-c

Zadatak 31. Odredite volumen paralelepipeda odredenog vektorima a = —i + 3; — lg,
b=i+j+k ¢=—-3i—j+2k

Rjesenje.
-1 3 -1
1 1 1]|=-20
-3 -1 2
P =|-20| = 20.

4.4 Zadaci za vjezbu

Zadatak 4.1. Odredite skalarni produkt i kut izmedu vektora @ = —57 + j + 2k ib =
3+ 45 + Tk
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Zadatak 4.2. Neka su A(3, —4,5), B(2,1,8) 1 C(5,7,—2) vrhovi torkuta ABC. Odredite

kutove u tom trokutu.

Zadatak 4.3. Izracunajte vektorski produkt vektora a i b ako vrijedi:

5i+ ]
— 7+ 3k

= 37— 2]+ 3k b)
— —i44j—2k

a) a a
b b

Zadatak 4.4. Odredite jesu li vektori a i b kolinearni ako vrijedi:

a) @=—11i + 65 + 3k b) @ = 4i + 65 — 2k
b=1i—2j—3k b=2i+3]—k

Zadatak 4.5. Izra¢unajte povrsinu paralelograma ABC D ako vrijedi:
a) A(—4,2,1), B(—2,5,3)1C(1,1,4)
b) B(4,2,—1), C(3,2,1) 1 D(7,-3,-2)

Zadatak 4.6. Odredite jesu li vektori @, bic komplanarni ako vrijedi:

a) @=3i—8j+k b) @=—3i+ 7] — 2k
b= —2i+ 3] — 4k b=—i—2j+ 2k
c=1—j+6k 5:5z+]+12

a) @=—2i+4j — 2k b) @=9i — 55 — 3k
b=3i+3]— Tk b=—i—4j — 3k
¢=—4i — 37 + 3k ¢=2i+5j — 3k
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Poglavlje 5
Linearni sustavi 1 njihovo rjesavanje

Sustav linearnih jednadZbi od m jednadzbi s n nepoznanica zapisujemo kao

a1, + a12T9 +-+ ATy — bl
a21T1 + A2 + -+ AopnT, = b2

Am1T1 + AmaZTo + - -+ Ty = bm

Linearni sustav jo$ zapisujemo u matri¢nom obliku Ax = b, pri ¢emu je

ai 19 N AT I b1
a21 Q22 ... QA2pn i) b2
A= . , X = |, b= .
Aml m2 - - CGmn T, b,

Sustav takoder zapisujemo u obliku prosirene matrice

a1 a12 Ce A1p b1
921 929 P Aon, bg

. I
Am1 Am2 - A | O

Primjer. Zapisite sustav

T +y—z=2

{ 20 —2y+z= 0
—2r+2y+z=-3

u matricnom obliku i u obliku prosirene matrice.
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Rjesenje.

2 -2 1] 0 ]
1 1 —1] 2
2 2 1 |-3]

Napomena 5.1. Sustav linearnih jednadzbi moze imati
1. jedno jedinstveno rjesenje (regularni sustav)
2. beskonacno mnogo rjesenja

3. ni jedno rjeSenje.

5.1 Regularni sustavi

Definicija 5.2. Regularni linearni sustav je linearni sustav s jednakim brojem jed-
nadzbi i nepoznanica Cija je matrica sustava regularna.

Rjesenje regularnog sustava Ax = b dano jes ¥ = A~

Zadatak 32. Odredite je li sustav

r +2y— 2z =1

{ r —y +2z2=2
—dr+4y+ 2z =1

regularan i odredite njegovo rjesenje.

Rjesenje.

Sustav je regularan.

Zadatak 33. Rijesite sustav

T +z=2

{ —r+y +2=3
r +2y—z=1.
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RjesSenje. Pronadimo inverz matrice sustava.

—1 1 1 |1 0 0 -1 1 1{1 0 O
1 0 10 10 ~ 0 1 2110
1 2 -1 01 L 0 3 01 0 1
-1 1 1|1 0 0 -1 1 1|1 0 O
~030101] ~| 0 103 0 3
| 0 1 2(1 10 0 1 2(1 10
i 2 1 r 2 17
-1 0 1 3 0 —3 -1 0 1 3 0 —3
~1 0 10 3 0 % ~1 0 10 7 0 %
1 1 1
| 0 0 25 1 =5 i 0 113 5 —5.
i 1 1 1 r 11 17
-1 0 0 7 72 o 1 00|—-3 3 ;
~1 0 1 O§ 0 % ~10 10 % 0 3
1 1 1 1
| 0 0 1) 5 —% 00 1135 5 —5 |
Imamo
. 11 3 1
3 2§ g
— 109 1 21 =1 2
Y17 i1 A I
2 3 2 b 1 G
dakle
1 4 11
Tr = — = — z = —
¢ Y73 6
- D D,
Teorem 5.3. Neka je A¥ = b regularni sustav. Tadajexlzﬁl,@:32,...,31:”:3,
gdje je D = det A, a D; je determinanta matrice A u kojoj je i-ti stupac zamijenjen s 5,
zat=1,...,n,
ai; ... b1 Q1n
DZ.: as1 ... bg Qony,
Ami -+ bm.oo Qmn

Nagcin rjesavanja linearnog sustava metodom iz prethodnog teorema nazivamo Cra-

merova metoda.

Primjer. Rijesite sustav Cramerovom metodom

{—3x+y= 5

20 —3y=-8.
Rjesenje.
-3 1 5 1 -3 5
D:‘2 _3'_7, Dlz'_g _3':_7, DQZ‘Q _8‘:14,
7 14
Ty T Yy
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Zadatak 34. Rijesite sustav Cramerovom metodom

T H+2y— 2z +u=-1
2045y — 2z +2u= -2
3r—y —2z2+u = 5
T —y +3z—>u= 6

Rjesenje.
1 2 -1 1 1 2 -1 1
9 5 -1 2 9 5 -1 2
D=3 4 o 1|=73 Di=|g 4 5 |=-68
1 -1 3 -5 6 -1 3 -5
1 -1 -1 1 1 2 -1 1
9 9 —1 2 9 5 -2 2
Dy=lg 5 _o 1|=34 Ds=|g | 5 1|=-34
1 6 3 -5 1 -1 6 -5
1 2 -1 -1
9 5 —1 -2
Di=l|s 4 _o9 5|=0
1 -1 3 6
D, D, Ds D,
€T D , Yy D , Z D , U D 0

5.2 Gauss-Jordanova metoda

Linearne sustave mozemo rjesavati i pomoc¢u elementarnih matri¢nih operacija svodenjem

pocetne matrice na jedini¢nu matricu, sto simbolicki jos zapisujemo kao
[AJB] ~ -+~ [T]AD).

Tu metodu nazivamo Gauss-Jordanova metoda.

Primjer. Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav

4.’171 +4£C2 +2I3: 4

{ T +2$2+2$3: 1
4$1+6$2+4$3:6.
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Rjesenje.

1 2 211 r1T 2 2|1 1T 2 2|1
4 4 214 ~|0 —4 —61|0 ~10 2 310
| 4 6 4|6 |0 —2 —4 |2 |0 =2 —4 |2
1 2 2 |17 1 2 2] 1 7 1 2 2] 1 7
~10 2 310 ~10 2 3]0 ~10 2 0] 6
L0 0 =12 | L0 0 1] -2 ] L0 0 1] -2 |
1 2 2] 1 7 1 2 0] 5 7 1 0 0] —17
~10 1 0] 3 ~10 1 0] 3 ~10 1 0] 3
L0 0 1] -2 | L0 0 1] -2 | |0 0 1] -2 |
RjeSenje sustava je r1 = —1, 29 = 3, 13 = —2.
Primjer. Gauss-Jordanovom metodom rijeSite sustav
T + 31’3 =-1
2.%1 + xo + 2.233 =0
2.772 — 8.]]3 = 4.
RjeSenje.
10 3 |-1 1 0 3 |-1 1 0 3 |-1
[ 21 2 0 ] ~ [ 01 —4] 2 ] ~ [ 01 —4] 2 ]
0 2 -8 4 0 2 -8 4 00 010
Oznacimo x3 = t, za t € R. RjeSenje sustava je xr1 = —1+t, 1o = 2 + 4t.

Primjer. Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav

5131 —7$2+9$3: 0
T —2$2+3$3:—1

3[)32—61'3:8.
Rjesenje.
5 =7 9 | 0 ] 1 -2 3 |-1 1 -2 3 |-1
1 -2 3 |-1 ~|5 =7 910 ~10 3 —6] 5
L0 3 —6| 8 0 3 —6| 8 0 3 —-6/38
1 -2 3 | —17
~10 3 —6] 5
L0 0 0| 3 |

Sustav nema rjeSenja jer vrijedi 0z; + Oxzg + O0x3 =0=3

Zadatak 35. Gauss-Jordanovom metodom rijesite sljedeée sustave:

2ZE1—I2+I‘3: 0 2£L'1—3ZL‘2+51133:11
a) —T1— Xy + 23 = 6 b) ¢ 3x; — x2 +dx3= 16
—T1+3x9 — 223=—7 r1 + 2wy —4dx3=—7
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2 -1 1 0 -1 —1 1 6 T -1 —1 1 6
-1 -1 1 6 ] ~ 2 =1 1 0 ~] 0 =3 3 12
-1 3 —-2|-7 -1 3 2|7 ] . 0 4 -—-3|-13
-1 —1 1 6 -1 —1 1 6 7 -1 —1 1] 6
~1 0 1 -1 -4 ~1 0 1 —-1]-4 ~1 0 1 0|-1
. 0 4 -—-3|-13 . 0 O 1 3 ] 0O 0 1] 3
—1 0 1] 5 [ —1 0 0] 2 1 0 0]—-2
~| 0 1 0]-1 ~] 0 1 0|-1 ~|10 1 0]-—1
. 0 0 1] 3 | 0 0 1| 3 100 1] 3
T = —2, 19 = —1, z3 = 3.
b)
(2 =3 5 |11 1 2 —4| =77 1 2 —4| -7
3 -1 5 |16 ] ~|12 =3 5 |11 ~|1 0 =7 17|37
1 2 —4|-7 | 3 -1 5 |16 | | 0 =7 13 | 25
1 2 —4| -7 1 2 =4 =77 1 2 0] b5
~ |0 =7 17| 37 ] ~ |0 =7 17| 37 ~|0 =7 0] —-14
L0 0 —4]-12 L0 O 1 3 ] L0 0 1] 3
1 2 0]57 1 0 0|17
~10 1 0]2 ~|0 1 02
L0 0 1|3 ] | 0 0 11]3 ]
.’L’1:1,ZL‘2:2,$3:3.
Zadatak 36. Gauss-Jordanovom metodom rijesite sljedece sustave:
2[E1 + X9 — I3 +2$4 = —6 —21‘1—|— To + I3 —3&74 =—4
) 21+ 29+ 23 +414 = 12 b) 31 +2x94+ 223+ x4 = 6
a 533‘1 — X9 +2$3 +3134 =1 2I1 — 2%2 —3.1’3 +2134 =4
r1 +x9+ 3 + 14 = 3 200 — X9 — x3 — x4 = 0
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a)

Rjesenje.

o~
~ < N o
o) —
362131_.61_A 31_A353_
- 9_~041
(@]
9 T n o <K —
coo—~
T o —
— — o o o = o
| 131%1_111_100010
_ co—o
N —
T a7 e% afoo =Tos mToo oo
o —A OO 1 OO O
TN oo mocoo 1000__ .
] L
L 1 1 1 1
2 ¢
2 2 ¢ 2
I LI | LI} 1
| E—— |
S0 i = I R
0 — — ) o 1
T @S @ T5 @ 12441_|_
- o~
o <t —
N P —
AT Lo o w0 R T2
co o —~
T o
— A ™ M A e ™ _ IR
_ 1Q_uoo_ = < _ co—~o
n — —
11_111_*3a_u 11_00 11_001_000_00
o == ===
N oo mococo wocoo

1.

$1:—2,(L’2:O,£L’3:4,$4
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5.3

T2 1 1 -3|—-4
3 2 2 116
2 -2 -3 2| 4
| 2 -1 -1 —-1]0
(1= 3 3|2
~| Y sz 3]0
0 -1 =2 —-1|0
|0 0 0 —4|—4
2 -1 -1 3 |4
0 1 1 —110
10 -1 =2 —-110
0 0 0 1|1
2 0 0 0]2
0 1 1 0]1
10 -1 =2 0]1
0 0 0 1|1
1 0 0 017
o1 1 01
00 —1 02
00 0 1|1 ]
1 0 0 0] 1 7
_lo1o00]3
0010 -2
000 1] 1 |
1’1:—2, IQZ?), 5133:—2, 5134:]_.

Zadaci za vjezbu

1 -4 -4 12
3 2 2 116
2 -2 -3 2 |4
2 -1 -1 —1]0
2 -1 -1 3 |4
0 7 7 -7/0
0 -1 -2 —1]0
00 0 1]1
2 -1 —1 0[1]
01 1 01
0 -1 —2 01
00 0 1|1]
1 0 0 017
01 1 01
0 -1 —2 01
00 0 1[1]
10001

01 10]1

001 0]-2

000 1|1

Zadatak 5.1. Rijesite sljedeée sustave Cramerovom metodom:

a)

c)

( 2$1+3$2+11$3+5I4: 2
T1 + To + T3 —|—2.T4: 1
2[L‘1+ i) +3[L‘3 +21’4:—3

. T1 + x9 + 3$3 +4ZE4:—3

(201 — x9 — 623+ 324 = —1
Txy —4x9 + 223 — 15z = —32
r1 —2x9 —4x3+ 924 = 5

(| 21 — 72 +223— 6y = —8

Zadatak 5.2. Rijesite sljedece sustave:

a)

21’1"‘31‘2— T3 +23§’4: 3
529 — 613 — 314 11

71’1 +2£L’2+2I3+2$4 —23

3Z‘1+ To — I3 +4l’4 = —8

b)

b)

20

e

71’1+9$2+4$3+21’4 =2
2I1—2ZL‘2+ T3 + X4 =6
5[L‘1+65L‘2+3l’3+2$4 =3
21’1+3$2+ T3 + T4 =0

201+ X9 +4x3+8x4 = —1

T +3$2—6$3+21‘4: 3
3x1 —2x9+ 203 — 214 = 8
2wy — 1y + 213 =4

4y —3r9+4T3— T4
—2:13'1 + 5£L'2 — 51’3 + 2£C4
4I1 — To + T3 + 24
T —8$2+2$3+4ZE4:

|
~ o L



—x1 + 2094523 — x4 = 4
2$1+$2+l’3+$4 2
31’1 —|—3l’2— ZI3 —2I4 -1
—2$1—2$2+5ZE3+2$4 =—-1
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d)

—31'1 -+ 11.1'2 -+ 31’3 — 41}4 =-—1
3r1 + 4x9 + x3 + 224 =19
—x1 + d5x9 — 313 — 614 1
4[)31 + 3[E2 +6£L’3—31’4 =0



Poglavlje 6
Funkcije

Definicija 6.1. Funkcija sa skupa X u skup Y je pravilo koje svakom x € X (argument)
pridruzuje to¢no jedan y € Y (vrijednost). Tada pisemo f: X — Y, = EN yiliy = f(x).
Skup Dy = X nazivamo domena funkcije f, a skupa Ky = Y nazivamo kodomena

funkcije f.

Definicija 6.2. Najveéi moguéi skup realnih brojeva koje funkcija moze primiti kao ar-
gument nazivamo prirodna domena. Skup svih vrijednosti koje funkcija moze primiti

nazivamo slika ili rang i oznacavamo s R;.

Definicija 6.3. Graf funkcije f je skup tocaka ravnine I'y = {(z, f(z)) : z € X}.

6.1 Elementarne funkcije

1. Linearne funkcije: f(z) =ax+0b, Dy =R, Lf =R.

4% 4%
y y
3 3
2 2
1 1
x ‘ X

4 -3 —2 1 1/ 2 3 4 -4 -3 -2 -_1 1 2 3 4
11 A
o | 9
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2. Kvadratne funkcije: f(z) = az® +bx +¢, Dy =R, K; =R.

1y, i,
3 3
9 9
1| 1
i 1:\
4 -3 3 4 -4 -3 —2 /1 \ 1 2
_2 1
_3 1
_4 1

f(z) = |x]

4. Polinomi: f(z) = apa™ + ap—12" -+ a1z +ap, Dy =R, Ky =R.
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flx)= =323 +222 —x+1

5. Racionalne funkcije: f(z) = % gdje su P i @ polinomi, Dy = {z | Q(z) # 0},
Ky =R.
4 4
31 3
9|
1

- 52% + 8z — 3
- fo)="gm s

6. Korijeni: f(z) = /x, Dy = R, ako je n neparan, Dy = [0,00), ako je n paran,
Ks=R.

7. Eksponencijalna funkcija: f(z) = a*, gdje je a > 0, Dy =R, Ky = (0, 00).
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4 -3 —2 -1 1 2 3 4

. Trigonometrijske funkcije:

(a) f(z) =sinz, Dy =R, Ky =[-1,1].
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Tk
)
\
Nl T
3
|
|
NE]
NE]
N[
3
)

f(z) =sinx

(b) f(z) =cosz, Dy =R, Ky =[-1,1].

f(z) = cosx

sinx

D; =R\ { |keN}, R; =R

(©) fla) =g =2,

(d) flo) =ctgz =

inx’

Df:R\{k'ﬂ'|k'€N}, Rf:R
10. Arkus funkcije:

(a) f(z) =arcsinz, Dy = [—1,1], Kf = (—

(MIE]
B
~

Y
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(d) f(x)=arcctgz, D =R, Kf = (0, ).
Primjer. Odredite f(—1), f(0) i f(2) za f(z) = 2*> + 2z — 5.

Rjesenje.
f(=1)=(-1)2+2-(-1)-5=1-2-5=—6
f(0)=0°+2-0-5=0+0—-5=—5
f2)=2°4+2.2-5=4+4+4-5=3.

Zadatak 37. Odredite:

Q) [ m o) = 22 b) F(0) 2 f(x) = arctg(z + 1)
Q) F(1) 2z fla) = T Q) f(4) 7 f(x) = In(x — ) + (2y/F).
RjeSenje. a) f(—2) = % = :—; = %

b) f(0) = arctg(0 + 1) = arctg 1l = %

) )= = = o

d) f4)=In(4—-3)+In(2-2)=In1+In4=0+1n4 =In4.
Primjer. Skicirajte u koordinatnoj ravnini grafove sljede¢ih funkcija:

a) f(z)=—-3x+2

b) f(z)=—2*+2x+3

¢) flz)=1]1—2x|+1.

Zadatak 38. Skicirajte u koordinatnoj ravnini grafove sljedec¢ih funkcija:

a) f(z) = b) f(z) =37
¢) f(z)=sin(z) —1 d) f(z) =In(z+1) — 1.
Definicija 6.4. Kazemo da je 2 nultocka funkcije f ako vrijedi f(xo) = 0.

Primjer. Odredite nultocke funkcije f(z) = 2% — 3z — 4.
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Rjesenje. Rjesavamo kvadratnu jednadzbu z? — 3z — 4 = 0.

—b+ VP —dac _ —(=3) £ /(=32 —4-1-(—4) :3i\/%:3i5

2a 2-1 2 2

T2 =

3+5 3—95
RjeSenja su stoga z1 = % =4, 15 = — = —1.

Zadatak 39. Odredite nultocke sljede¢ih funkcija:

2 f@) = b) () =log(a?+20-2) ) f(@) = sin(2e + 1)
d) f(z) =|e* — 2| e) f(z)=v1—2a3 f) f(z) = arcsin(In(z +2))
Rjesenje. a)#ﬁz@@x—?@sz.

b) logy(2?> + 22 —2) =022 +22 —2=122+2r —3=0& 2, =1,29 =3
km—1

c) sinex+1)=0c2s+1=knk€cZ & 2= kel
d) [e" —=2|=0e"-2=0&¢"=2<2=In2
e) Vi-d=0s1l-=0s=1cr=1

f) arcsin(ln(z +2)) =0 h(zr+2) =0 r+2="zr+2=11= -1

6.2 Kompozicija funkcija

Definicija 6.5. Neka su f: X — Y i g: Y — Z funkcije. Tada definiramo funkciju
h: X — Z formulom h(z) = g(f(x)). KaZemo da je funkcija h kompozicija funkcija f i g
te piSemo h = g o f.

Teorem 6.6. Neka su f, g i h funkcije. Tada vrijedi ho (go f) = (hog)o f.

1
Primjer. Odredite kompoziciju funkcija h = g o f ako je f(x) = |x — 3] i g(x) = —.
T

RjeSenje. h(z) = g(f(x)) = f(lx) = > i 3

Zadatak 40. Odredite funkciju h = g o f ako su:
a) f(x)=+xig(r)=sinx b) f(z) =In(x — 1) i g(z) = arcsinz
c) flx) =2+ 2x+2ig(x)=e" d) f(z) =tg(z) ig(x) =sinz + Inz.
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2

e) flz)=5"1g(zx)=2r—3 f) f(x):arctgxig(z):x+1
8 f@)= 2L igw) = -1 b) () = o gla) = —a? — 32 + 2.

Rjesenje. a) h(z) = sin(f(z)) = sin(y/z)
b) h(z) = arcsin(f(z)) = arcsin(In(z — 1))
) h(a) — o0 _ et iesa
d) h(z) = sin(f(x)) + In((x)) = sin(tg(z)) + In(te(x))

e) hiz)=2f(z)—3=2-5" —2

2 2
f(x)+1  arctg(z)+1

g) hix) = | f(x)— 1] = T

$2+£L‘—2’

241
e+ 1‘:

3—w
h) h(z)=—f(x)? =3 f(z) +2=—(Inz)> =3 -Inz +2

Zadatak 41. Zapisite funkciju h kao kompoziciju pripadnih funkcija ako je:

1
a) h(z) =Inz +2Inx — 3. b) h(x) = arctg <2xnf2)
¢) h(x) = varcsinz d) h(z) = esin® wsinel
Rjesenje. a) f(z)=Inz, g(z)=2>+2r—-3, h=gof
1
b) f(z) = an_fz, g(z) = arctg(z), h=go f

¢) f(z)=Inz, g(x) =2*+2x—3, h=go f

d) f(z)=sinz, g(x) =2 +x+ 1, k(z) =e*, h=Fko(go f).

6.3 Prirodna domena i slika funkcije

2
x+3

Primjer. Odredite prirodnu domenu funkcije f(z) =

Rjesenje. Razlomak nije definiran ako mu je nazivnik jednak 0. Stoga mora vrijediti

x + 3 # 0, iz ¢ega slijedi x # —3. Dakle, Dy = R\ {-3}.
Primjer. Odredite prirodnu domenu funkcije f(x) = v/x + 5.
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Rjesenje. Drugi korijen nije definiran ako je izraz pod korijenom negativan. Stoga mora

vrijediti  + 5 > 0, iz ¢ega slijedi x > —5. Dakle, Dy = [—5, 00).

Zadatak 42. Odredite prirodne domene sljede¢ih funkcija

W) fla)= TS YT VETT o) fe) =

3+ 222 — 3z - |lz| -2
d) f(z) = ex e) f(z) = arccos(2z) f) f(z) = /In(2? —4)
) /) = s ) flr) = ) fx)= VT AT
j) flo) = _ k) f(z) = arctg (Inx) ) f(z) = edresin (337)

 sinz — cosx
Rjesenje. a) 2°+222 -30#40& x(2?+2r —3)#0r#0Ax # 1 A2 # 3.

b)) l-vVz+l1>0eVer+1<ler+1<1l<z<0i
r+1>0& x> —1.
Dy = (—00,0] N [—1,00) = [-1,0]

c) 2| -2#40e2x—-2#40i—2—-2#0 401z # -2
Df:R\{_2>2}

d) = #0.
D, =R\ {0}

e) - 1<2xr<1& —
e

f) 22 —4>0 22 >4 < 2iliz> 2.

Dy = (—00,—2) U (2,00)

<z <

N —
N —

g) n(z+1)#0ax+1#1<x#01
z+1>0< 2> —1.

h) 2—-2#0& 2 #2.
Dy =R\ {2}

i) 22 +4r+3>0 < -3ix> -1

Dy = (—o0, —3|U[—1, 00)
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j) sinx—cosx;é0<:>sinx7écosa:<:>x7§%—l—kﬁr,keZ

Df:R\{%—I—/cheZ}

k) x> 0.
Dy = (0,00)
X Xz
h —-1< <le -1L 1 <1
) T rx+1 _$+11a:+1_ .
—1§xi1(:>(x2—%ix>—1) ili (r<-fio<-1)er>—ciizr<-L
<lszrz+1l1<0sr< -1
x+1
r+1#0& 2 # —1.
Df:<—OO,—1>

Primjer. Odredite slike sljede¢ih funkcija:

a) f(x) =222 +5r—1 b) f(z) = -3z —x +2

RjeSenje. a) Parabola ima otvor prema gore i tjeme joj je T = (—%, —i’—g), stoga je

Rf = [_%7 +OO]

1

: 25]'

b) Parabola ima otvor prema dolje i tjeme joj je T' = (—<, f—g), stoga je Ry = [—00, 15

6.4 Injektivnost, surjektivnost i bijektivnost

Definicija 6.7. Neka je f: X — Y funkcija. Kazemo da je
a) f injekcija ako za svaki y € Y postoji najvise jedan x € X takav da je f(x).
b) f surjekcija ako za svaki y € Y postoji najmanje jedan x € X takav da je f(x) = y.
c) f bijekcija ako postoji to¢no jedan y € Y takav da je f(x) =y.

Napomena 6.8. 1. Funckija f je injekcija ako vrijedi:

o f(11) = f(x2) = 21 = 19

o 1y # 1y = f(11) = f(22).
2. Funkcija f je surjekcija ako vrijedi Ky C Ry.

Primjer. Dokazite da je funkcija f(x) = x injektivna.

62



RjeSenje. Pretpostavimo da postoje razli¢iti =1, xo takvi da vrijedi f(x;) = f(z3). Po
definiciji funkcije sada dobivamo 1 = f(z1) = f(x2) = x9, iz Cega slijedi x1 = x5, odnosno

f je injekcija.
Zadatak 43. Provjerite injektivnost sljede¢ih funkcija:

a) f(x)=3 b) f(x) =2z +1 c) flx)=32?+1

d) f(z)=2* e) f(x)=e3vt! f) f(x) = 2sin(2x).

RjeSenje. a) Za x; =112y =2 imamo f(x;) = f(xs), ali ne vrijedi x; = x5. Dakle,

f nije injekcija.
b) Pretpostavimo da vrijedi f(z1) = f(x2). Tada imamo
200 +1 =229+ 1 & 2201 =219 & 21 = T9,
iz Cega slijedi da je f injekcija.

c) Zaxy = 11ixy = —1imamo f(z1) = f(x2), ali ne vrijedi 1 = x5. Dakle, f nije

injekcija.

d) Pretpostavimo da vrijedi f(z1) = f(x2). Tada imamo
$:13:$g<:>$1:$2,

iz Cega slijedi da je f injekcija.

e) Pretpostavimo da vrijedi f(z1) = f(x2). Tada imamo
e 3t — el o 30 4 1= 32, + 1 =31 = -3, & 71 = T,
iz Cega slijedi da je f injekcija.

f) Za x;1 = 01 29 = 7w vrijedi f(x1) = f(z2), ali ne vrijedi x; = z,. Dakle, f nije

injekcija.
Zadatak 44. Ogranicite domenu sljede¢ih funkcija tako da dobijete injektivnu funkciju:

a) f(x) =a?
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b) f(z) = [z +1]
c) f(z) =cosz.
Primjer. DokaZite da je funkcija f: R — R definirana s f(z) = 2% + 1 surjekcija.

RjeSenje. Uzmimo proizvoljni y € R. Trebamo pronaéi x € R takav da vrijedi f(z) =
3

3+ 1 =y. Uzmemo li z = /y — 1, onda dobivamo f(z) = f(Jy—1)=Jy—1 +1=
y— 1+ 1=y. Dakle, f je surjekcija.
Zadatak 45. Neka je f(x) = 2 + 1. Odredite Y tako da f: R — Y bude surjekcija.
Injektivnost i surjektivnost moze se provjeriti i graficki.
Zadatak 46. Provjerite graficki injektivnost i surjektivnost sljedeé¢ih funkcija
a) f(z)=12*+3

b) f(z) = |z + 1|

¢) fla)=a+3.

6.5 Inverz funkcije

Definicija 6.9. Neka je f: X — Y funkcija. Kazemo da je g: Y — X inverzna funkcija
od f ako vrijedi g(f(z)) =z i f(g9(y)) = y. Tada umjesto g pisemo f~1.

Teorem 6.10. Funkcija f ima inverz ako i samo ako je bijekcija.
Zadatak 47. Odredite inverze sljedec¢ih funkcija:

a) f(z)=3—x b) f(z) =2x+1 c) f(x) = 3x?

d) f(x) = —223 e) flz)=+vzr+1 f) f(x) =2z +3.
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Poglavlje 7
Limes funkcije

Definicija 7.1. Neka je f: X - Y ic € RU{—00,0}. Kazemo da f ima limes u ¢

jednak L ako za svaki niz (x,),en elemenata iz X vrijedi
z, — c= f(x,) — L.

Tada pisemo lim f(x) = L.

r—cC

Primjer. a) limz?=0
x—0

b) lim 2® = oo
T—00

¢) lim 2% = —o0

Z——00
1
d) lim —=0

r—+oo I

1 .
e) lim — ne postoji.
x—0

MozZemo definirati limes zdesna lim f(x) i limes slijeva lim f(z).

T—Cc+ T—Cc—
.. .1
Primjer. a) lim — =00
rz—0+
. 1
b) lim — = -0
x—0— 2

Napomena 7.2. Neka su f i g funkcije i ¢ € RU{—00,00}. Ako postoji limg(z) = L i
Tr—rcC
f je neprekidna u L, onda vrijedi lim f(g(x)) = f(lim g(z)).
Tr—C r—c

Zadatak 48. Odredite sljedece limese:
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r—3

a) glﬁlir(l) o — b) ig cos(mx)
¢) lim In(2x +7) d) lim arctg z.
r——2 z—1

Riesenie ) i T —3 0—3 -3
. a 1m e —_
Jeseny 0B +r+4 0B+0+4 4

b) lim cos(mzx) = cos(27m) =1
T—2

c) lim In(2x +7) =In(—-2-2+7) =1n(3)

r——2

d) lim arctgz = arctg(1l) = E

rz—1 4
Teorem 7.3. (Svojstva limes) Neka su f i g funkcije koje imaju limese u tocki ¢. Tada
vrijedi:

a) im(f(x) £ g(z)) = lim f(x) £ lim g(z)

Tr—cC Tr—C r—C

b) lim(f(x) - g(a)) = lim f () - lim g(c)

Tr—cC Tr—cC Tr—cC

e lim g(z) # 0

roe g(z) — limg(z)’ e

d) lim(f(x))* = (im f(z))*, za a > 0.

r—cC Tr—cC
Tablica limesa
. sinz 1\?*
lim =1 lim (1+—) —¢
z—0 I z—Fo00 €
. l—cosz 1 a® —
lim —— =5 i ( ) =Ina
x—0 x 2 x—0 X
. 1 . xP
lim(l4+2)= =e lim — =0
z—0 z—o00 %
7= akojem=n
A ™ + Q1™ N+ a1+ ag
im =40 ako jem <n
z5Eoo bya™ + by 12" L + ... + by + by !
+oo ako je m > n.

Zadatak 49. Odredite sljedeée limese:
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20° + 6% + 1 1— 23 ) 212 + 1

| b) 1 |
a) T—00 3;'5—|—6 )z—l>r—noox3—|—$2—|—x—|—1 C) ml—>rgo 1‘—|—1
202 — 13 — 4 1)? 2492xr—5
d) lim =27 ¢) lim &Y £) lim S =7
T—00 $4+1 T—00 [);‘2—|—]_ T——00 J]3+4Jj2+1
. 22° + 6% + 1 -2+ %+ o2+ 8541
RjeSenje. a) li = lim " = lim & =
1= 2 (- 1) 1
b) 1 = 1 z = z =—-1
L W e | ez (1+ 1+ L)  asmwl+ I+ L

VorZ £ 1 2 (24 ) T2+ 5 2+ 5

1 - — —
O T T T ary T Mo TR T
202 — 23 — 4 B2 -1-4 r-(2-1-4%
d) lim i = lim G ) _ lim G 23) = 00
T—00 l‘4—|—1 T—00 22 . 1+ L4 T—00 1+ i4
z +1)?2 (z- (14 1))? 22 (14 1)? (1412)°
) x €T x
e
o 1 24+ 2r—5 - (1+2-5 i 1+2- % 0
im = lim = lim =
-0 3 + 422+ 1 T——00 x3(1+%+m%) zﬁfoox(l—ké m%)
Zadatak 50. Odredite sljedeée limese:
i 2?2 —1 ) 1 3 ) 2 — 21
2) ocll>n—11x2+3x+2 b)il—{ri(l—x_l—x?’) c) £%x2—4x+4
—1 1 — V1 - 3—+bH
a) lim V° o) lim VIFEoVIZE 3oV d e
=1 —1 z—0 €T z—=4 1 — /5 —zx
r?—1 . (z=D(z+1) -1 —1-1

—2

Rjesenje. lim —————— =1 =1 = =
jeSenje.  a) T SR s R (z+1)(z + 2) o1z +2  —142

. 1 3 : 1 3
b) lim - = lim - =
a1\l —2 1—2a3 eI\l —2 (1—2)(1+x+2?)

. l+z+22-3 . 4z —2 . (x —1)(z+2)
lim = lim = lim =
el (l—z)(1+zx+22) =1 (l—zx)(1+zx+22) =1 (1—2)(1+ x4+ 2?)
T+2 142
im = =
e=1 14422 1+1+1
0 12 — 21 oz (r—2) i T
im ——— = lim ——— = = lim = 0
=232 —4dx+4 22 (m—Q)Q z—2 (93—2)
-1 -1 1 1 1
@) tim YL gy VT ~ lim = -
S N ) VRSV Y S v e

Zadatak 51. Odredite sljedece limese:
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sin bx

1—cosz

1 b) li
& zlg(l) sin 2z ) zli% 2
— sin(2 t — si
c¢) lim LT Smetr) s%n( 7) d) lim ter T SIMT Ssma:‘
=0 x — sin(3x) -0 T

Napomena 7.4. Neka su f i g funkcije, a € RU {—00, 00} 1 neka vrijedi lim f(z) = A,
Tr—a

0<A<ooilimg(x)
Tr—a

r—a

i) ako je B € R, onda vrijedi C' = AP

ii) ako je A# 11 B = +00, onda vrijedi C' =

= B. Limese oblika lim f(x)9®)

= (' odredujemo na sljedeéi nacin:

+00 akoje A<1,B=—00
0 akojeA<1,B=+c
0 akojeA>1,B=—-x
400 akoje A>1,B=+00

iii) ako je A =11 B = 400, onda je C = eime=a(f@)=1g(),

1 2242x—1
T+ 1) -

Primjer. a) lim (

b) lim(e” + 1)= s = 00

r—1
1

2
c¢) lim(x?)1=2 = Mo $57 o1
z—1

Zadatak 52. Odredite sljedece limese:

‘ r—1 x—2
a) lim b
x+2\*3
1
) limg (2:5 - 1) 9
Napomena 7.5. limIn(f(z)) = In(lim f(z)).
r—cC Tr—cC

Zadatak 53. Odredite sljedeée limese:

a) lim (In(2z + 1)

T—00

—In(z + 2))
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Poglavlje 8
Derivacija funkcije

Definicija 8.1. KaZemo da je funkcija f diferencijabilna (derivabilna) u tocki xy ako

postoji limes u xy kvocijenta diferencija

£(@) = f(zo)

r — X9

Taj limes zovemo derivacija funkcije f u tocki xg i piSemo

Teorem 8.2. (Svojstva derivacije)
a) (fxg)=f+4g

b) (f-9)=f-9+9-¢
o (1) =Ll gy 20
d) (fog)=(fog) ¢

Derivaciju kompozicije jos zapisujemo kao (f o g)'(z) = f'(g(x))g'(z)
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Tablica derivacija
C’'=0,CeR (arccosz) = — 1£x2
(z%) = az*! (arctg z)' = 7
(sinz)’ = cosx (arcctg z) = —
(cosz) = —sinx (a*) =a®Ina
(tg2) = s () ="
(ctgz) = —— (log, 2)' = ;i
(arcsinz)' = = (Inz) =1

Napomena 8.3. Neka je C' € R konstanta i f funkcija. Tada vrijedi (C- f(x)) = C- f'(x)
Primjer. Odredite derivacije sljede¢ih funkcija:

a) f(x)=a"—42° +2x — 3 b) z-e”

o) f(z) = g 4+ In? d) f(z) =

RjeSenje. a)
f'(z) = (2° — 42® + 22 — 3’
= (2°) + (—42®)' + (22)" + (=3)’
=b5z' — 432" +2

=5z — 1222 + 2

:x/.ex_‘_x.(ex)l

=e"+x-€"
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_ —1y/ _ —1-1 —2_ T
=x-(z) =m-(-1)2 =-—7-x =3
d) N
1) —
Jw) = (x + 1)
- (z+1)—x-(z+1)
(x4 1)2
rt+l-x
GRS
B 1
C (x4 1)2
Zadatak 54. Odredite derivacije sljede¢ih funkcija:
[ 2z + 3 sinx + cos T
— 2 _ 32 R — =
a) f(z) == * b) f(z) 2 =5 +5 ¢) f(z) sinx — cosx
d) f(x) = zarcsinz e) f(z) = arc;gx f) flz)=Vx+atge
z’ x? 3
_— h - i — g — .
g) f(x) . ) f(z) o i) f(z)=2lnzx 3

Zadatak 55. Odredite derivacije sljedec¢ih funkcija:

2) f(z) = V1= b) f(z) = Vi T 7 &) f(z) = In(1 + 2?)

d) f(z) = 3sinzcos® x e) f(r) =tg*(52) £) fz) = e’

g) f(x) = arccos(e”) h) f(z) = In(cos(z — 1)) ) f(z)= arctg(e“QJr?f”),
Napomena 8.4. Moguce je racunati i derivacije viseg reda: f” = (f'), f" = (f"),

fiv — (f”/)/,

Primjer. Odredite derivaciju treceg reda funkcije f(z) = z2e®.
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Rjesenje.
f(x) = (2%e")
— (22)e® + 22(e
= 2xe® — r?e”
= e*(2x + %)
f'(z) = (e"(22 + 2%))
= (") (2x + 2°) + " (22 + 2%
= e"(2x + %) + " (2 + 21)
= e"(2 + 4z + 2?)
"(z) = (e*(2 + da + 2?))
= (") (2 + 4z + 2°%) + (2 + 4a + 2?)
= e"(2 + 42 + 2%) + " (4 + 27)

= ¢"(6 + 62 + 2%

8.1 L’Hospitalovo pravilo

Teorem 8.5. (L’Hospitalovo pravilo) Neka su f i g derivabilne funkcije za koje je lim f@)
/ a—e g(z)
neodredenog oblika (2 ili 22). Ako postoji lim f/émi, onda vrijedi
z—c g'(x

lim @) = lim J'{w)
e g@) e g)

34222 —4 1
Primjer. Odredite lim v T .
a1 13 — 4?2 + x4 2

34222 4 1 0
RjeSenje. Imamo glg_)rr% g;;: 49;2 n ;:2 =5 stoga mozemo primijeniti L’Hospitalovo

pravilo.
e +20% —de+1 . 3xP+4x—4 3

z—1 g3 —4x2 + x4+ 2 =1 322 — 8z + 1 4

Zadatak 56. Odredite sljedece limese:

x— 2 e’
lim —— lim —
) G- R
. rcosx —sinx . tgr—sinx
o) m —— 55— d lim
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Poglavlje 9

Tangenta na graf funkcije, linearna

aproksimacija 1 Taylorov red

9.1 Tangenta na graf funkcije i linearna aproksimacija

Tangenta na graf funkcije f u tocki xg dana je formulom

y = f(2o) + ['(z0)(x — m0).

Primjer. Odredite jednadzbu tangente na graf funkcije f(x) = e u tocki xy = 3.
Rjesenje. Vrijedi f(3) = €*. Bududi da je f'(x) = €%, dobivamo f(3) = e3. Stada je

jednadzba tangente

y=¢e +e(x—3)
=e*(1+x—3)

=e*(z — 2).

Zadatak 57. Odredite jednadzbu tangente na graf funckije f u tocki zy ako je

a)f(x):\/i>$0:4 b)f(ﬂ?):\/z+%,x0:64
¢) flo)=e""1 zo=1 d) f(x) =xcosz, g =7

2
) f(z) = aretg(5 — #%), wp = 2 ) fla)= g =1
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Tangenta na graf funckije f u nekoj tocki xy vrlo dobro aproksimira vrijednost funkcije
f u tockama koje se nalaze blizu xy. Stoga vrijednost funkcije f u tocki x priblizno mozemo

izracunati sljede¢om formulom:

f(@) = f(xo) + f'(20) (7 — o).

Primjer. Priblizno izra¢unajte vrijednost izraza In(1.3).

RjeSenje. Definiramo f(x) = In(z).

F13)~04+1-(1.3-1)

=0.3.

Zadatak 58. Prblizno izracunajte vrijednosti sljedeéih izraza:

a) v/3.99 b) /8.02 ¢) log,(16.02)
d) V14 /273 e) arcsin(0.2) f) ev91-1,

9.2 Taylorov red

Definicija 9.1. Za prirodni broj n definiramo n faktorijel n! =n-(n—1)-...-2-1.

Konvencija: 0! = 1.

Definicija 9.2. Za niz (a,)nen definiramo niz parcijalnih suma s, = ag + a1 + ... + a,.

o0
Ako postoji lim s,,, onda taj limes nazivamo suma reda i ozna¢avamo s » a,.
n n=0

Ako je funkcija f beskona¢no mnogo puta derivabilna u tocki xg, onda mozemo defi-

nirati red potencija

/xO " o 5 o (n) To n
s = flaw) + Fe =)+ T =t = S T 0
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Taj reda nazivamo Taylorov red funkcije f oko tocke x.

Primjer. Odredite Taylorov red funkcije f(z) = e u tocki zy = 0.

Rjesenje.

Fla) =14 i =0 gy =0+ .= 3w —0)" =30
n=0 n=0

Zadatak 59. Odredite Taylorove redove oko tocke xy = 0 sljedec¢ih funkcija.
a) f(z) = e
b) f(x) = 3"

c) f(x) = cosuz.

Napomena 9.3. =1+z+2*+ 2%+ ... vrijedi samo za |z| < 1.

— X

Primjer. Odredite Taylorov red funkcije f(z) = u tocki zg = 0.

1—-32
RjeSenje. 1. nacin: direktno.
1
fla) = = §(0) =1
/ _ 3 / —
F@ =gy T0=3
" 18 1" _
f'(x) = =30 £(0) =18
" 162 " _
[ (@) = 1301 £(0) = 162
" 3.l . o
e )(m)_—<1—3x)”+1 fM(0) = 3" - nl.
3 18 162 . 3n.p! 0
f($)=1+ﬂ($—0)+§(x—0)2 ?(IE—U)S%- :z% n!nasnzzgiinxn
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2. nacin: zamjenom varijabli.

t = 3z,

1 [ee] [ee]
H=——=14t+t>+---= T 3",
10 =l ; ; T

Zadatak 60. Odredite Taylorov red funkcije f(z) = s rop " tocki zg = 0.
T

Napomena 9.4. Taylorov red funckije moze se koristiti za racunanje sume odre-

denih redova. Neka je red oblika S = a(l1 + ¢+ ¢* + ¢* +...). Ako vrijedi |¢| < 1, onda
a

1—¢q
Zadatak 61. Odredite sume sljedeé¢ih redova:

je njegova suma S =

3 9 927 81 1 1 1 1
_o_ 2 et s, b)) S=c— — b —— ...
a) S=5-1t+t5g T )= "%t 1m "
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Poglavlje 10

Pad, rast, lokalni ekstremi,
konveksnost, konkavnost i1 tocke

infleksije

10.1 Intervali monotonosti 1 lokalni ekstremi

Definicija 10.1. Kazemo da funkcija f
a) raste ako vrijedi 1 < x9 = f(x1) < f(22)
b) pada ako vrijedi z; < zo = f(x1) > f(22).

Teorem 10.2. Funkcija f je rastuca (padajuca) na intervalu (xy,z5) ako je f'(xg) > 0

(f'(x0) < 0) za sve zg iz tog intervala.

Za zadanu funkciju f, nultocke prve derivacije f’(x) = 0 nazivaju se stacionarne

tocke i dijele domenu na intervale monotonosti.

Primjer. Odredite intervale monotonosti funkcije f(z) = z® — 3z

Rjesenje.

f'(z) = 32% - 3.

fliz)=0=3"=3=2"=1=2=—1,15=1.

<—OO,—1> <_171> <]-700>
F(=2)=9>0|f(0)=-3<0|f(2)=9>0
/! N\ /!
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Funkcija f raste na intervalima (—oo,—1) i (1,00), a pada na intervalu (—1, 1).

1
Zadatak 62. Odredite intervale monotonosti funkcije f(z) = pra— +4.
x —

Definicija 10.3. Neka je f funkcija. Kazemo da je z( lokalni maksimum (minimum) ako
postoji interval (a,b) kojem pripada to¢ka zg takav da je f(z) < f(xo) (f(x) > f(z0)) i
f(x) > f(xo) (f(x) < f(xg)) za sve x € {(a,b).

Teorem 10.4. Funkcija f ima lokalni maksimum (minimum) u tocki xy ako postoje
intervali (a,x) 1 (xo,b) takvi da je f'(x) > 0 (f'(z) < 0) za = € (a,z0) 1 f'(z) <O
(f'(x) >0) za x € (xg,b).

Primjer. Odredite lokalne ekstreme funkcije f(z) = 2% + 62 — 1
Rjesenje.

f'(z) =2z +6.

f(z)=0=2x=—-6=2=-3.

<—OO, _3> <_37OO>
ff(—=9)=-2<0]f(0)=6>0
N\ /
Funkcija f u tocki (=3, —10) ima lokalni mininmum.
5 3
Zadatak 63. Odredite lokalne ekstreme funkcije f(z) = % — %

Najvece i najmanje vrijednosti funkcije f na zadanom zatvorenom intervalu [a, b] pos-

tizu se ili na rubovima ili u stacionarnim tockama.

Primjer. Odredite najveéu i najmanju vrijednost funkcije f(z) = 22°+ 322 — 12z — 1 na

intervalu [—3, 2].

Rjesenje.

f'(z) = 62° + 62 — 12.

fl)=0=a2*+2-2=0=2, = 2,29 = 1.

Funkecija postize najvecu vrijednost u tocki (—2,19).

Zadatak 64. Odredite najvecu i najmanju vrijednost funkcije f(z) = na intervalu

[~2,0].

1+ 22
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10.2 Asimptote, intervali konkavnosti, konveksnosti i
tocke infleksije

Definicija 10.5. Asimptota funkcije f je pravac ¢ija udaljenost od grafa funkcije tezi

nuli.
Odredivanje asimptota
1. Vertikalna asimptota: pravac x = ¢, gdje je ¢ tocka prekida.

2. Horizontalna asimptota: pravac y = b, gdje je

lim f(x)=>01ili lim f(z)=1">

T—r—00 T—r00

3. Kosa asimptota: pravac y = ax + b, gdje je

I () R
.. . . . 1
Primjer. Odredite asimptote funkcije f(z) = ——3 + 4.
l’ —
Rjesenje. Kosa asimptota:
1
a3t am-n
a= lim = lim =0,
r—to00 €x r—r+oo {L‘2 — 31‘

b= lim ( ! +4):4,
z—too \ . — 3

Kosa asimptota je pravac y = 4.

Vertikalna asimptota: tocka prekida funkcije f nalazi se u z = 3, stoga je taj pravac

vertikalna asimptota.

1
x?2—1

Primjer. Odredite asimptote funkcije f(z) =

Rjesenje. Kose asimptote:

ey ey B
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1
b= lim =0,

toeo 2 — 1

Kosa asimptota je pravac y = 0.

Vertikalna asimptota: tocke prekida nalaze se u tockama z =11 x = —1, stoga su

ti pravci vertikalne asimptote.

Primjer. Odredite asimptote funkcije f(z) = T
6.7} J—

Rjesenje. Kose asimptote:

1
a=lim —— =0,
z—oo - (e® — 1)

b= lim —— — 0,

z—o00 €% — 1

Prva kosa asimptota je pravac y = 0.

1
R (er —1) ’

b= lim ! = -1

r——o00 €% — 1 -

Druga kosa asimptota je pravac y = —1.

Vertikalna asimptota: tocka prekida nalazi se u tocki x = 0, stoga je taj pravac

vertikalna asimptota.

2
Tt —x—2
Primjer. Odredite asimptote funkcije f(z) = — 3
l‘ —
Rjesenje. Kose asimptote:
) 22—z —2
a= lim —— =1,
r—t+oo 12 — 31
R ) o 20 -2
b= lim —— —x = lim =2,
T—>+00 r—3 z—+oo T — 3

Kosa asimptota je y = x + 2.

Vertikalne asimptote: Tocka prekida nalazi se u tocki x = 3, stoga je taj pravac

tocka prekida.
Definicija 10.6. Kazemo da je funkcija f
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a) konveksna ako

< ny g (EE) < Sl S

2 2

b) konkavna ako

2y < Ty = f ($1 +.T2) Z f(&?l) + f(&lg)

2 2

Teorem 10.7. Funkcija f je konveksna (konkavna) na intervalu (z1, z2) ako je f”(zg) > 0

(f"(zo) < 0) za sve xq iz tog intervala.

Toc¢ke u kojima je f”(x) = 0 dijele domenu funkcije na intervale konveksnosti i kon-

kavnosti.

Definicija 10.8. Tocka u kojoj funkcija prelazi iz konveksnosti u konkavnost (i obrnuto)

nazivamo tocka infleksije.

Primjer. Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti te tocke infleksije funkcije f(z) =

0 —x
Rjesenje.
f'(z) =32 — 1.
f"(z) = 6.
f"(x)=0=z=0.
(—00,0) (0, c0)
ff(-1)=—-6<0] f(1)=6>0
konkavna konveksna

Tocka (0,0) je tocka infleksije funkcije f.

Zadatak 65. Odredite intervale monotonosti, lokalne ekstreme, intervale konveksnosti i
konkavnosti te tocke infleksije funkcije f(z) = e *".

Zadatak 66. Odredite intervale monotonosti, lokalne ekstreme, intervale konveksnosti i
2x

1+ 22

konkavnosti te tocke infleksije funkcije f(z) =1+

10.3 Ispitivanje toka funkcije

Ispitivanje toka funkcije f.
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1. Odrediti Dy.
2. Odrediti nultocke.
3. Odrediti asimptote.
4. Odrediti stacionarne tocke
5. Odrediti rast/pad i lokalne ekstreme.
6. Odrediti konveksnotst /konkavnost i tocke infleksije.
7. Nacrtati graf.
Zadatak 67. Ispitajte tok funkcije f(z) = 3e”” i nacrtajte njen graf.

Zadatak 68. Ispitajte tok funkcije f(z) = i nacrtajte njen graf.

x

1+ 22
2

Zadatak 69. Ispitajte tok funkcije f(z) =

i nacrtajte njen graf.

Zadatak 70. Ispitajte tok funkcije f(x) = z+/x + 3 i nacrtajte njen graf.
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RjesSenja zadataka

1.1. AL = 1AC + 1BD
BC = YAC + 1BD

1.2. OC' = OB — O4,
BD = 04 — OB,
- 104 - oF

1.3. CC, = —i—j+2k
01(17171)

1.4. Yy = 6, Yo = 0

1.5. a) NE b) NE c¢) DA d) NE

1.6. a) d=2i+0b—¢C
b) J: a—3b—2¢
c) J: 2@ — b+ 2¢
d) d = —43 +2b+ 22
—45 12
38 —41
2.1. a) [ } b) [ } c) 6 d) | 12
-3 ] —12 7 45 ] 12

2.2. T'(4,2,-2), T"(-2,10,—1)

2.3.a);25 f [_Q}Zlgq/_%\—/gl}
v [V 2] =18
c) _g :éﬂ_z}z{ﬁg}




2.4

o = O

ERE
-2 =1 -2
-1 0

M EENS
el Tl

2.5. a) (=3,5,—1), b) (0,0,1), ¢) (=3,5,1) d) (3,5,1)

T 26 —22 8
3.1. | =20 5 32
11 8 12
10 0 Lo 01 =2 —2
32. |0 L - [0 -1 0] V2 | | = | =88
[0 ¢ 3 00 —11]Vv2 —V3-/6
2
-1 0 0 -1 0 07[ —v2] )
33.1 0 -1 0 0 -1 0 3 = 3
L0 0 -1 0 0 1 1 ~1
3.4.a) 216 b)0 c)34 d) —69
1 13
—5 5 —% -3 9 2
35.a) | 15 5 35 |» b) | ¢ 5 1
11 _1 R
2 4 4 3 9
12 2
—8 29 —11 5 9 9
c)[—5 18 -7 |, a)y|2 L -2
1 -3 1 2 2 1
5 79 9
4.1. G@-b=3 cos<(6q)—;
o - ’ V30 - /74
32
4.2. cos < @,ﬁ = —
( ) V35 - V174
— 3
cos < BA,[% = —,
( ) V35 - /145
— 142
cos < C’A,@ = —
( ) V174 - /145

4.3. a) -8 +3j + 10k, b) 3i— 155 + Tk

4.4. a) NE, b) DA

4.5. a) P = |AB x BC| = V426, b) P =|DC x BC| = v/150 = 56
4.6. a) NE, b) NE

4.7.a) V=94, b) V =279
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5.1. a) 11 = -2, 20 =0, 23 =1, x4 = —1,

5.2.

_ _2 _ 6 _ 17 _
b) 2, =%, ma=3¢,23= %, 14 =1,
1 2
C)$1:—3,ZL’2—0,1‘3——§,J]4—§,
3 1
d)$1:2,$2:—37$3:—5,$4=§
a)x1:—5,x2:4,x3:1,x4:1,

b)$1:1,$2:0,l’3:1,$4:1,
C) .1’1:—3,.1'2:5, 373:—1,1'4:4,

d) ZE1:3,I2:2,I3:—2,I4:2
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Dodaci
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Dodatak A

Logika 1 teorija skupova

A.1 Logika sudova

Definicija A.1. Sud je svaka izjavna rec¢enica kojoj se moze pridruziti istinosna vrijed-

nost: istina 11 laz 0.

Primjer. a) 3+5 =8 je sud.
b) ,Rijeka Sava prolazi kroz Zagreb” je sud.
¢) ,Mars je ve¢i od Sunca” je sud.
d) ,Koliko je sati?” nije sud.

Sve istinosne vrijednosti nekog suda P mozemo prikazati u tablici istinitosti.

P
0
1
Negaciju suda P oznacavamo s =P i ¢itamo ,ne P”.

P -P
I
0

)

Konjunkciju dvaju sudova P i () oznacavamo s P A @) i ¢itamo ,,P i ()"

P Q PAQ
I 1 1
1 0 0
01 0
00 0
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Disjunkciju dvaju sudova P i () oznacavamo s PV @ i ¢itamo ,,P ili Q.

P Q PVQ
T 1 1
1 0 1
01 1
00 0

Implikaciju dvaju sudova P i () oznac¢avamo s P = () i ¢itamo ,ako P, onda )" ili ,,()

slijedi iz P” ili ,,P povlaci Q)7, ...

O O RN
o~ o RO
}—k»—tOHU,

Ekvivalenciju dvaju sudova P i ) oznac¢avamo s P < (@) i ¢itamo ,,P je ekvivalentno

s Q.

PeQ

O O RN
o~ o RO

=
1
0
0
1

Primjer. Odredite tablicu istinitosti suda P A (Q = (P V =Q))

Rjesenje.

P Q -Q PV-Q Q= (PV-Q) PAQ=(PV-Q)
1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1
0O 1 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0

Kazemo da je sud tautologija ako je uvijek istinit.

Primjer. Pokazite da je =(P V Q) < =P A =@ tautologija.

Rjesenje.
P Q@ PVvQ —~(PVQ) —-P —-Q —-PA-Q —(PVQ)<s-PA-Q
11 1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 1 1 1 1
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A.2 Teorija skupova

Skup je kolekcija elemenata. Cinjenicu da je a element skupa A oznafavamo s a €
A. Skupove prikazujemo navodenjem elemenata {a,b,c,...} ili ga odredujemo nekim

svojstvom P, {z | P(x)}.

Primjer. Skup svih prirodnih brojeva strogo manjih od 7 moZzemo prikazati kao A =

{1,2,3,4,5,6} ={r e N |z < T}

Definicija A.2. 1. Univerzalni skup je ,najveé¢i” skup koji promatramo. Cesto ga

oznacavamo s U.
2. Prazni skup je skup bez elemenata i oznacavamo ga s ().

Definicija A.3. KaZzemo da je A podskup od B i pisSemo A C B ako je svaki element od
A ujedno i element od B. Ako vrijedi A C Bi A # B, onda joS pisSemo A C B.

Definicija A.4. (Skupovne operacije) Neka su A i B skupovi. Definiramo sljedece sku-

povne operacije.
a) Unija skupova: AUB ={z|x € AVz € B}.
b) Presjek skupova: ANB ={z |z € ANz € B}.
¢) Skupovna razlika: A\ B={x|z € AVz ¢ B}.
d) Komplement: A°={z |z & A} =U \ A, gdje je U univerzalni skup.
e) Partitivni skup: &(A) = {z |z C A}.
f) Kartezijev produkt: A x B = {(a,b) |a € ANb € B}.

Primjer. Neka je U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10} univerzalni skup. Odredite uniju, presjek,
skupovnu razliku i kartezijev produkt skupova A = {1,3,7} i B = {2,10,7,4}. Odredite
P(A)i B

Rjesenje. AUB=1{1,2,3,4,7,10}.
ANB={7}.
A\ B=1{1,3}.
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AxB ={(1,2),(1,10),(1,7),(1,4),(3,2),(3,10),(3,7),(3,4),(7,2),(7,10),(7,7),(7,4)}.

P(A) =10, A, {1} 31 {71 {1, 31, {1, 7}, {3, 7}}.

B°=U\B=1{1,3,5,6,8,9,10}.
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Dodatak B

Trigonometrija

a (u stupnjevima) | a (u radijanima) | sina | cosa tga ctg o
0° 0 0 1 0 nedefinirano
™ 1 | V3 1
30° — = — — 3
6 2 2 /3 V3
45° T Q @ 1 1
4 2 2
m V3 |1 1
60° T A - 3 —
3 2 2 V3 V3
90° g 1 0 nedefinirano 0

Trigonometrijski identiteti

sin®(z) + cos®(z) = 1
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)
cos( + ) = cos() cos(y) F sin(a) sin(y)
sin(2z) = 2sin(x) cos(x)
cos(22) = cos(x) — sin®(x)
sin (x + g) — + cos(z)

™ .
cos (x + 5) = Fsin(z)
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