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Poglavlje 1

Realni i kompleksni brojevi

1.1 Realni brojevi

Skup realnih brojeva sadrzi racionalne brojeve (razlomke) i iracionalne brojeve.
Svaki element tog skupa moze se prikazati u kona¢nom ili beskonacnom decimalnom
zapisu, npr. 3.16, 4.5678, 1.333..., 9.131313..., a mozemo ga zamisljati i kao tocku
na brojevnom pravcu.

Definicija: Apsolutna vrijednost realnog broja geometrijski se definira kao
udaljenost tocke koja predstavija taj broj od ishodista na brojevnom pravcu (vidi
Sliku 1.1) ili

2| = T ako je x>0
| —x akoje x<0O.

Slika 1.1: Apsolutna vrijednost realnog broja

Zadatak 1.1: Najprije geometrijski, a potom analiticki (racunski) rijesite nejed-
nadzbu |z — 1] < 2.

Rjesenje.  a) geometrijski: uz supstituciju t = x — 1 nejednadzba postaje |t| < 2,
Sto znadi da rjeSenje Cine svi brojevi udaljeni od nule za manje od dva. Dakle,
x — 1 mora biti udaljen od nule za manje od dva, tj. x je udaljen od 1 za
manje od dva. Stoga je rjeSenje interval (—1,3).

b) analiticki: promatramo dva slucaja
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i)z—1>0 = |r—1l=2—-1 = 1<z<3
i) z—1<0 = |r—1=1-2 = -—-l<z<lLl

Konacno rjesenje je unija rjesenja dobivenih u ova dva slucaja: = € (—1,3).
O

Zadatak 1.2: Rijesite nejednadzbu:
lz+ 1]+ ]y —2[ <1
Rjesenje. Trebamo razmotriti ¢etiri neovisna slucaja:
a) x+1>0,y—2>0 b)x+1<0, y—2>0
c)x+1>0,y—2<0 d)z+1<0, y—2<0.
Podijelimo koordinatnu ravninu pravcima x = —1 i y = 2. Pogledajmo prvi "kva-
drant”, tj. slucaj a): zbog |[x + 1] = 24+ 11 |y — 2| = y — 2 nejednadzba sada

glasi
r+1+y—2<1 = y<—zx+2.

Stoga u tom podrucju crtamo pravac y = —x + 2 i uzimamo podrucje ispod njega.
Analogno se rjesavaju i ostala tri slucaja (vidi Sliku 1.2). n
:.l =% Y
/ L
'3‘: w2

Slika 1.2: Rjesenje Zadatka 1.2
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1.2 Kompleksni brojevi
Definicija: Kompleksan broj je velicina koja se moZe zapisati kao z = x + yi

gdje su x 1y realni brojevi, a v 1maginarna jedinica koja ima svojstvo da vrijedi

i? = —1. Brojevi x iy se zovu realni, odnosno imaginarni dio broja z. Pisemo:

r = Re(z), y=Im(z).
Dva kompleksna broja zy = x1 4+ Y11 1 25 = X9 + Yot su jednaka, tj. vrijedi z; = 2o
ako 1 samo ako su zadovoljene jednakosti x1 = xo © y1 = yo. Dalje, definiramo

zbrajanje i mnozZenge kompleksnih brojeva:

(.731 + ylz) + <$2 + yﬂ) = x1+ U1 -+ (.TQ + y2>i,
(1 +y10) - (22 +101) = (191 — T2y2) + (T1y2 + 22 + Y1)

Ako je z = x + yi, kaZemo da je kompleksni broj Z = x — yi konjugiran broju z.

Napomena: Uz identifikaciju x = x+0-1, skup realnih brojeva moZemo promatrati
kao podskup skupa kompleksnih brojeva.

Napomena: Konjugiranje ima sljedeca svojstva:
a)

b) ZW=Z W

+w

a

Ffw=

N

c) z+%Z=2Re(z), z—2Z=2ilm(z)
d) Z=2
e) 2Z je realan i pozitivan broj (osim za z = 0 kada je 2z =0).

Definicija: Apsolutna vrijednost ili modul, u oznaci |z|, kompleksnog broja
z = x + yi definira se kao

lz| = VzZ = V22 + y2

U kompleksnoj ravnini apsolutnu vrijednost mozemo predociti kao udaljenost
tocke (x,y) od ishodista (vidi Sliku 1.3).

Zadatak 1.3: Neka je z kompleksan broj takav da je |z| = 1. Lzracunajte |1+ z|* +
11—z
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-
l2I 2

R

Slika 1.3: Apsolutna vrijednost kompleksnog broja

Rjesenje. Imamo:

T+zP+1—2? = Q14+2)A+2)+1—-2)(1—2) =
1+2)1+2)+(1-2)(1-2) =
= 1+2)1+2)+(1—-2)(1—-2) =

= 14+z24+2+224+1—2—2+2z2=
= 242z =4

Zadatak 1.4: Rijesite jednadzbe a) i b) te sustave jednadzbi c) i d):
a) |z+1] = |z +1l,
b) 22 +iz+1=0,
o) | &5l=1 i =1,
4) ol = 2] =11 2|
Rjesenje.  a) Uz oznaku z = x + yi imamo
|z + 14 yi| = |z + (y + 1)i|.
Kvadriranjem slijedi:

(z+1)P2+y* =2+ (y+ 1)
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odnosno
P2+ 14y =+ P+ 2y +1
Sto nakon sredivanja daje
y=z
pa je skup rjesenja
z={x+wxi|zeR}

U kompleksnoj ravnini rjeSenje predstavlja skup svih kompleksnih brojeva
z = x + yi koji leze na praveu y = x. (vidi Sliku 1.4).

A
3
4= X

2= }Q-‘rxi

N/

Slika 1.4: Prikaz rjesenja Zadatka 1.4 a)

b) Uz oznaku z = = + yi jednadzba postaje
v — P+ 2ryi+i(r+yi) F2=a -y  —y+2+ ey +a)i=0
pa slijedi
P —yP—y+2=0 i 2zy+2x=0.

Iz druge jednakosti dobivamo x = 0 ili y = —%. Neka x = 0. U tom slucaju
prva jednakost daje:

—-1£V1+48
Yy=—">
2

Y+y—2=0 = =1, yo=—2

Ako je y = —%, onda iz prve jednakosti dobivamo
1 1 9
2 2
r—=-4+=-4+2=0 = z¥=-—
4 * 2 * 4
Sto ne moze biti jer je x realan. Stoga su jedina rjeSenja z; = 11 29 = —2i

(vidi Sliku 1.5).
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El:*zi +

Slika 1.5: Prikaz rjesenja Zadatka 1.4 b)

¢) Uz z =z + yi imamo
|z +yi|=|z+ (y+1)i] 1 z+yi=1iz+y.
Iz druge jednakosti slijedi da je x = y pa prva jednakost daje

1
207 = 2+ (x+1)? = 227 =2 424224+l = u+l=0 = 1= -5

Jedino rjesenje je, dakle, z = —% — %z
m

Zadatak 1.5: Skicirajte u kompleksnoj ravnini brojeve koji zadovoljavaju sljedece
nejednadzbe:
|z —i| <1 i |z —1| < 1.

Rjesenje. Uvrstimo z = x + yi i kvadrirajmo gornje nejednakosti. Dobivamo
Pry—-172<1 i (z-1)72+9y*<1

pa je rjesenje presjek krugova x° + (y —1)2 < 1i (z — 1)+ y* < 1. (vidi Sliku 1.6)
]

Zadatak 1.6: Geometrijski prikaZite rjesenja sljedece nejednadzbe:
Re((141)z) > 0.
Rjesenje. Imamo
(14+)z=0Q+i)(z+yi)=c+yitri—y=x—y+ (v +y)i,

odakle slijedi Re((1+14)z) = x —y > 0 pa je rjeSenje poluravnina y < x (vidi Sliku
1.7). O
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Slika 1.6: Prikaz

0

rjesenja Zadatka 1.5

I

oL

\\‘\. »
S5

™

/

Slika 1.7: Prikaz rjeSenja Zadatka 1.6

1.3 Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja

Definicija: Za proizvoljan kompleksan broj z = x+yi (razlicit od nule) je apsolutna
vrijednost broja z \ |z| jednaka jedan. Slijedi da postoji kut ¢ takav da vrijedi

tj.

||

Z ..
— = COSp t+ 1SN,

z = |z|(cos ¢ + isingp).

Ovaj zapis kompleksnog broja zovemo polarni ili trigonometrigski prikaz broja
z, a (|z],p) zovemo polarnim koordinatama kompleksnog broja. Pri tome je ¢
argument, arg(z), a |z| modul broja |z| (vidi Sliku 1.8).

11
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o5 2= Ky yfr= f2\ (cosfr i)

|2

‘;’3 - l%l‘riﬂf |

Slika 1.8: Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja
Napomena: Dva kompleksna broja u trigonometrijskom prikazu z, = |z1|(cos ¢1 +
isinpy) i 2o = |z2|(cos e + isiny) su jednaka ako i samo ako vrijedi
|z =Tlz2| 1 o1 =2+ 2k,
gdje je k € Z.

Teorem: Vrijedi slijedeca formula za mnoZenge dva kompleksna broja u trigono-
metrijskom zapisu:

2129 = |21]|z2(cos(p1 + @2) + isin(pr + @2)).

Napomena: Prethodna formula pokazuje nam i kako se kvadrira kompleksan broj u
trigonometrijskom zapisu: ako wvrstimo z; = zy = z = |z|(cos ¢ +isin ), dobivamo

2* = |2]*(cos 2¢ + i sin 2p),

Sto se lako poopcuje do formule za potenciranjye kompleksnih brojeva wu trigono-
metrijskom zapisu:
2" = |z|"(cos np + isinny),

za n proizvoljan prirodan broj.

Teorem: Za digeljenge dva kompleksna broja u trigonometrijskom zapisu vrijedi
slijedeca formula:

21 |21|

— = —(cos (@1 — ¢2) +isin (v — p2)).
Z9 |22|

12
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Zadatak 1.7: Izracunajte:
a) (1—1i)" b) (14 iV3)T.
Rjesenje.  a) Najprije broj |z| = 1 — ¢ zapisujemo u trigonometrijskom obliku:

2= v2 B

pa zakljucujemo da je

2 2 7 7
cosgpz£ i sing0:—£ = g0:—7r = ZZ\/E[COS—W—H'SHI—

2 2 4

Sada imamo

7 ] 157 157
2P = [\/§ {cosf—l—isinf“ :\/515 [cos 1 7T#—isin 1 W].

Primijetimo da je 15-7 = 105 = 26 - 4 + 1 (koristimo svojstvo periodi¢nosti
trigonometrijskih funkcija) pa je

1 1

|N
w%
%

1
2l =1+iV3[=Vi=2 = =5+ 5t

Sad imamo da je cos ¢ = %, asing = 73 pa slijedi ¢ = %. Stoga je

7 7 7
2T =297 [cos%—l—z’sing =97 {cosg—l—isin?ﬂ] .

Ovdje imamo 7 = 2 - 3+ 1 pa zbog periodi¢nosti mozemo pisati

1 3
1 V3,

5+ 5| =2°(1+ V3i).

2T =197 [cosz—l—isinz] =27
3 3

]

Zadatak 1.8: Predocite graficki skup kompleksnih brojeva koji zadovoljavaju sustav
nejednadzbi: 2 < |iz — 1| < 3.

13
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Slika 1.9: Prikaz rjesenja Zadatka 1.8

Rjesenje. Uvrstimo z = x + yi:
2<liz—y—1] i |iz—y—1]<3.
Nakon kvadriranja imamo:
4<(y+1)*+2% i (y+1)2+22<0.

Rije¢ je o kruznom vijencu omedenom kruznicama z2+(y+1)? = 4i 22+ (y+1)2 = 9
(vidi Sliku 1.9). O

Zadatak 1.9: Predocite graficki sljedece skupove kompleksnih brojeva:

a) |L1+i}:1

z—1—1

b)|2_2}21

z+1—1

c) |%} < 1.

Rjesenje.  b) Imamo

z—2

——— = [z=2[>]e+ 11l
z+1—1

Uvrstavanjem z = x + yi i kvadriranjem slijedi:

(2—2)2+y* > (z+1)*+(y—1)? = 2 —dotd+y*—2?—22-1-9°+2y—1>0

14
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Slika 1.10: Prikaz rjesenja Zadatka 1.9 b)

odnosno
—6r+2y+2>20 = y=>3r—1

Rjesenje je dano podrué¢jem iznad pravca y = 3z — 1 (vidi Sliku 1.10).

15
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Poglavlje 2

Dvodimenzionalni,
trodimenzionalni i
n-dimenzionalni realni vektorski
prostor

2.1 Vektori

Definicija: Duzinu AB zovemo usmjerena duZina ako ima uredene rubne tocke,
tj. zna se koja je pocetna, a koja krajnja tocka. Oznacavamo je s 1@ Duige
usmjerene duzine AB i CD su ekvivalentne ako duzine AD i BC imaju za-
jednicko poloviste. Vektor je skup svih medusobno ekvivalentnih usmjerenih duZina,
a oznacavamo ih slovima a, g, Cyunn.

Napomena: Uobicajeno je da, kada govorimo o vektoru, ne mislimo na sve svih
medusobno ekvivalente usmgjerene duzine, ve¢ na samo jednog predstavnika tog
skupa, tj. na konkretnu usmjerenu duzinu. Na primjer, usmjerenu duZinu AB zo-
vemo vektorom AB, a pritom mislimo na sve usmjerene duzine koje su ekvivalentne
usmgerenoj duzini AB. U tom smislu éemo pisati @ = AB (vidi Sliku 2.1).

Definicija: Duljina ili modul vektora d = /@ definira se kao dujina duZine AB,
tj. kao duljina bilo kojeg predstavnika tog vektora. Pisemo: |d).

Vektore duljine 1 zovemo jediniéni vektors:.

Nul-vektor je vektor koji ima duljinu nula, tj. vektor koji ima pocetak i kraj u istoj
tocki. Smjer i orijentacija ovog vektora se ne definiraju. Nul-vektor oznc¢avamo s 0,
a njegovi predstavnici su sve usmjerene duzZine oblika AA, tj. sve takve usmjerene
duzine kojima se pocetna v krajnja tocka podudaraju.

Definicija: Za vektore c¢iji predstavnici leZe na istom ili na paralelnim pravcima
kazemo da su istog smgera. Za dva vektora koji leZe na istom pravcu ili paralelnim

17
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e

Slika 2.1: Vektor je klasa medusobno ekvivalentnih usmjerenih duzina, a za pred-
stavnika mozemo uzeti bilo koju od njih.

pravcima kaZemo da su_}kolinearni. Za svaka dva kolinearna vektora @ i b mozemo
pronaci predstavnike OA 1 @, gdje je O fiksna tocka prostora. Ako se tocke A i
B nalaze s iste strane tocke O, kazZemo da su ti vektori iste orijentacije. Ako to
nije slucag, kazemo da su vektori suprotne origentacije.

—
Definicija: Za zadani vektor a = 1@ mozemo definirati vektor —a := BA. To je
vektor kojeg zovemo suprotni vektor i koji ima istu duljinu i smjer, ali suprotnu
orijentaciju od zadanog vektora.

Napomena: Svaki vektor jedinstveno je odreden duljinom, smjerom i orijentaci-
jom.

Definicija: Zbroj vektora d + gje vektor koji se dobije na sljedeci naéin:g}la—
berimo_proizvoljnu fiksnu tocku O i nadimo tocke A i B takve da je @ = OA i
b= AB. Vektor AB zovemo zbrojem vektora a i b. Dakle, zbroj vektora definira se
kao vektor koji ima pocetak u pocetnoj tocki prvog vektora, a kraj u krajnjoj tock:
drugog vektora u zbroju (vidi Sliku 2.2). Ovu definiciju zovemo pravilo trokuta.
Zapisano simbolicki, zbrajanje glasi: OA + AB = OB.

Napomena: Vazno svojstvo zbrajanja vektora je komutativnost, slikovno izraZeno
pravilom paralelograma (vidi Sliku 2.3): Ako vektoru @ po pravilu trokuta do-
damo vektor 5, dobijemo dijagonalu a+ b zamisljenog paralelograma odredenjog vek-
torima @ i b. No, u tom paralelogramu moZemo poci i od vektora 5, kojem po pravilu
trokuta dodajemo da, ¢ime dolazimo do iste dijagonale, ali ona ovog puta c¢ini vektor
b+ a, Sto ocito dokazuje komutativnost zbrajanja vektora.

Pravilo paralelograma se pomocu svojstva asocijativnosti zbrajanja moze prosiriti do
pravila mnogokuta za zbrajanje vektora.

Definicija: Vektor moZemo mnoZziti skalarom, tj. zadanim realnim brojem. Za
skalar X\ i vektor a definiramo produkt X - @ kao vektor koji ima sljedeca svojstva:

18
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Slika 2.3: Pravilo paralelograma za zbrajanje vektora

a) akojed=0ili \=0, onda je \-d =0

b) ako je @ # 0 i A =0, onda je \-a vektor odreden sljedeéim:
(a) duljina: |Ad| = |\| - |d|
(b) smjer: jednak smjeru vektora d

(c) orijentacija: ako je X\ < 0, orijentacija je suprotna orijenaciji vektora @,
a ako je A > 0, orijentacija je jednaka orijentaciji vektora a.

Definicija: Linearna kombinacija vektora a_1>, a_2>, cee ap i skalara AL, g, A
je vektor /\la_l> + )\2(1_5 + ...+ )\na—>n. Skalare Ay, Ao, ..., A\, zovemo koeficijents li-
nearne kombinacije.

Definicija: Vektori a_1>, a_2>, e ,a_Z su linearno zavisni ako postoje skalari Ay, s,

ooy An (Koji misu svi nula!) takvi da je Ma; + Xot@s + ...+ M\ya, = 0. Ako takvi
skalari ne postoje, tj. ako )\1a_1> + )\2(1_2> + ...+ )\na_n) = 0 nuzno povlaci \y = Ay =
...= X, =0, kaZemo da su vektori a_1>, a_%, e ,cTn) linearno nezavisni.

19
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Napomena: Cest je i bitan problem zadani vektor @ napisati kao linearnu kombi-
naciju zadanih linearno nezavisnih vektora.

Zadatak 2.1: Neka je ABCD paralelogram i neka je E sjeciste dijagonala, F
poloviste stranice BC, a G poloviste stranice CD. Izracunajte vektore BC, BF,
ﬁ, ﬁ, ]@ 0 ﬁ kao linearnu kombinaciju vektora E 7 B

Rjesenje.
BC=AD=0-AB + AD
ﬁ:%ﬁzo-@ﬁ@
EF = 1AD = YAB +0- AD
ﬁ:ﬁ—kﬁ:zﬁ%—%ﬁ
FG=FC+0G=1LBC+ 10D = AD — 1DC = —L1AB + 1AD
FD=FC+CD=1LBC+CD=LAD - DC = —AL + 1 AD.

]

Zadatak 2.2: Neka je dana duzina AB i tocka C na pravcu kroz A i B, te pro-

izvoljna tocka O. Izrazite O? kao linearnu kombinaciju vektora 0—121 i O? ako je
|AC| = 2|BC| i:

a) C € AB
b) C ¢ AB.

H —
Rjesenje. Uputa: napisite OA + /ﬁ + % = 0, gdje je B = 1@ + C@ Koristeci
BC = 2%@ iz te jednakosti izrazite AC'. O

Zadatak 2.3: Neka je T teziste trokuta ABC', a O prozvoljna tocka. Izrazite vektor
07 kao linearnu kombinaciju vektora OA, OB i OC.

Rjesenje. Sa Slike 2.4 ocito slijedi:
O +TA+ A0 =0

OT +TB + BO =0
OT +TC +CO=10

Zbrajanjem ovih jednakosti dobije se

30T + (TA + TB +TC) + (A0 + BO + CO) = 0, t.

20
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Slika 2.4: Teziste trokuta - Zadatak 2.3

3ﬁ+(ﬂ+ﬁ+ﬁ):ﬁ+(ﬁ+@ (%).

~ _> — —>
Zelimo pokazati da je TA + T§ + T(% = 0. U tu svrhu racunamo T'A, pritom
koriste¢i ¢injenicu da teziste dijeli tezisnicu u omjeru 2 : 1 (racunajuéi od vrha):

A= 2ah= 2@ B = 2B B - Lo+ 25

Analogno se dobiva ﬁ 11@ QC@ i ﬁ 1BA + %fﬁ Zbrajanjem ove
tri Jednakostl daju TA + ﬁ + 7% 0, §to uvrstanjem u jednakost (%) daje
01 = {OA+ 0B + 0C). O

Zadatak 2.4: Neka su A, B,C,D bilo koje cetiri tocke prostora. Ako su tocke
K,L,M,N redom polovista duzina AB, BC, CD, DA, dokazite da je tada K LM N
paralelogram.

Rjesenje. Oznacimo J:E, g:ﬁ, E:@, d= D—1>4 Ocito je
b+é+d=AB+BC+CD+DA=AA=0.

S druge strane je

—

b

KL=KB+BL=

MN = MD + DN = -¢

[\:JI)—l

14
+ —d,
2

l\')lr—\

odakle dobivamo

o

H ]_ — - —
ﬁ+MN:§(cZ+b+ +d) =0,
oy
tj. ﬁ = NM, dakle KLMN jest paralelogram. O
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Zadatak 2.5: Neka je ABCD paralelogram i neka je E sjeciste dijagonala, F
poloviste stranice BC, a G poloviste stranice CD. Izrazite vektore BE, BD, B
B? Z@ i ﬁ pomocu vektora E 0 E

Rjesenge.
BE = —AD + AE
BD = —2AB + 2AE
BC = —1ADB + 2AF
BE — —%fﬁJrﬁ

FCG = —AB + AE
F-ﬁ:—gﬂﬁﬁ

2.2 Analiticki prikaz vektora

Definicija: Neka je u prostoru zadan pravokutni koordinatni sustav s tri u parovima
okomite osi x, y © z. Uocimo na 0si x, y i 2 jedinicne vektore i j ks pocetkom u
ishodistu, a krajevima u tockama (1,0, O), (0,1,0) i (0,0, 1), redom. Owa tri vektora
zovemo koordinatnim vektorima u prostoru (crveno oznaceni vektori na Slici

2.5).

Definicija: Vektor ' s pocetkom u ishodistu, a krajem u tocki T = (a,b,c), moze
se na jedinstven nacin prikazati kao linearna kombinacija koordinatnih vektora. Uz
oznake kao na Slici 2.5 imamo

GO = OT, + TT = OX + OY + OZ = ai + bj + ck.

Ovaj prikaz vektora zovemo koordinatni ili analiticks prikaz. Drugi moguci
zapis je pomocu stupcéane matrice (vidi Poglavije 4):

a

Napomena: Postoji i analiticka formula za vektor zadan pocetnom tockom Ti(aq, by, c1)
i zavrsnom tockom Ty(as, be, c2). MoZemo pisati

T\Ty = TyO + OTy = OTy — OT| = agi + sz+ Czlg - (CLJ—F blj“‘ 01E)7
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z 4
£ 12

Slika 2.5: Koordinatizacija vektora u prostoru

Sto daje sljedecu formulu za vektor T Ih:

Tj (12—(11 l+(b2—b1)j+<62—61)lg

U matricnom zapisu formula glasi:

(05} aq a9 — Ay
TIjZ - b2 - bl - b? - bl
Co (&1 Cy — (1

Teorem: Za dane vektore @ = ayi + agf+ a3E ib = bii + bgj—i— ng te skalar \

vrijede sljedece formule:

jednakost vektora: @ = b a1 = by,as = by, a3 = b3

dbrajange vektora: @+ b= (ay + by)i + (as + by)] + (as + bs)k

mnoZenje vektora skalarom: \d = Nayi + )\agj+ )\Clg];:

modul vektora: |d| = /a3 + a3 + a3

kriterij kolinearnosti: d kolinearan b < ‘;—i = Z—j = ‘;—;

Napomena: Postupak koordinatizacije vektora se mogao provesti i u dvije dimen-

zije ili pak proizvoljno mnogo (n) dimenzija.

Zadatak 2.6: Zadana su tri vrha paralelograma ABCD: A(—
i C(6,1,3). Odredite koordinate tocke D.

17 1)7 B(4> _27 2)

Rjesenje. U paralelogramu vrijedi jednakost vektora lﬁ = E . Ako oznacimo

D = (z,y,z), imamo
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6—a)i+(1—9)j+B—2)k=A+2)i+(-2+1)j+2-1k
6—2)i+(1—y)j+B—2)k=6i—]+F,

odakle (iz jednakosti vektora s lijeve i s desne strane jednakosti) odmah slijedi
rjesenje: D = (0,2,2). Zadatak se moze rijesiti i u matriénom zapisu - iz jednakosti

lﬁ = E slijedi

6 x 4 —2
1| -|yl=]|-2|-]-1
3 z 2 1
[ 6 ] [z 6 |
11 -1y |{=1-1
| 3 ] | 2 I
[ 6 ] [ 6 T |
1)1 —-1-1|=1]y
| 3 ] |1 z |
x 0
y|1=121
z 2
odakle o¢itavamo da je D(0,2,2). O

Zadatak 2.7: Napisite zavrsnu tocku vektora a = 2+ 3;'—4/2, ako je pocetna tocka
tog vektora dana s (1,2, —2).

Rjesenje. Oznacimo koordinate zavrsne tocke vektora @ s (z,vy, z) i koristimo for-
mulu za vektor zadan koordinatama pocetne i zavrsne tocke:

x 1 2
y | — 2 = 3 =d,
z -2 —4
pa dobivamo )
x 2 1
y | = 3 |+ 2
z | —4 -2
x| 3
yl=12 |
z ] —6
tj. zavrsna tocka vektora a glasi (3,5, —6). O

Zadatak 2.8: Napisite zavrsnu tocku vektora kojem je pocetna tocka (1,1,1), a dva
puta je dulji od vektora s pocetnom tockom (—1,2,3) i zavrsnom tockom (0,1, —2).
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Rjesenje. Oznacimo prvi vektor s @, drugi vektor s g, a pocetnu tocku vektora @ s

(z,y,2). 1z @ = 2b slijedi

T 1 0
yl—11|=2| 1
z 1 -2
x| 1
y|l—11]=2
z | 1
x| [ 1]
y|=(1]+
z _1_
[ ] [ 3
y | =1 -1
| 2 ] _—9

tj. zavrsna tocka vektora a glasi (3, —1, —9).

O

Zadatak 2.9: Nadite tocku B orijentirane duZine E takve da je A(1,2,3), a

P(2,3,7) je poloviste duzine AB.

Rjeienje. Kako je P poloviste duzine AB, to je ﬁ = 21@. Ako oznacimo

B(z,y, z) mora vrijediti

T 1 2
yl—12=23]|-
z 3 7
odakle je
x 3
y | =1 4
z 11
dakle zavrsna tocka glasi B(3,4,11).

]

Napomena: Prethodni zadatak nam daje ideju da izvedemo formulu za koordi-
nate polovista P duzine TyTy dane s Ty (x1,v1, 21), Ta(Z2, Yo, 22). Oznacimo najprije
P(z,y,z). Iz jednakosti vektora ﬁ = %TI o slijedi

T I 1 i)
y | = wn | =35(] v
z 21 zZ9
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slijeds
xz T 1 To — X1
yl=1wn |+t 5 Yo—Y1 |,
z 21 29 — 21
t7.
x T, + X9
y | = B Y1+ Y2
z 21+ 29

Vidimo da je poloviste duzZine T\T, dane s Ti(x1,y1,21), To(x1,Ys, 22) dano s
T1+2x2 Y1 +Y2 21+ 22

2 72 72 )
Slicno se moze izvesti formula za teZista trokuta T\T,T5 zadanog s Ti(x1,y1, 21),
TQ({E27 1/27 22)7 T3(.T3, 3137 Z3>:

T1+ To + T3 y1+y2+y3 Zl+22—|—23)
3 ’ 3 ’ 3

P

7(

Zadatak 2.10:

-

a) Provjerite koja dva od vektora a = 2?—]‘+3E, b= 3i+2;— E, ¢=—4di+ 2}— 6k

su kolinearna.

b) Nadite realne brojeve x iy tako da vektori @ = —i+ 2] — kib=3i+ xj+ yE
budu kolinearna.

Rjesenge.

a) Po kriteriju za kolinearnost lako dobivamo da za @ i b vrijedi
2 -1 3
37 5 70

sto znac¢i da @ 1 b nisu kolinearni. Isto se tako vidi da b i & nisu kolinearni.
No, za @ i ¢ imamo

pa su vektori a i ¢ kolinearni.

b) Vektori a i b su kolinearni ako i samo ako vrijedi

-1 2 -1

3 oz oy’

Sto je sustav od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice. Lako dobivamo da je
r=—-061y=3.
O
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Zadatak 2.11: PrikaZite vektor ¢ = —4;' — 3k kao linearnu kombinaciju vektora
a=3t—jib=1+j+k.

Rjesenje. Prikazati ¢ kao linearnu kombinaciju vektora a i b znaéi nadi koeficijente
a i tako da vrijedi

&= ad + b,
tj.
0 3 1
4| =a| -1 |+8]|1],
-3 0 1
0 3a+ 3
—4 =] —a+p
3 B
Vidimo da dobivamo sustav od tri jednadzbe s dvije nepoznanice:
3a+p =0
—a+f = —4
g = —3.
Uvrstavanjem f = —3 u prvu jednadzbu dobivamo da je 3a = 3, tj. a = 1.
Uvrstavanjem 8 = —3 i a = 1 provjeravamo da je rjesenje dobro. Dakle, dobili smo

sljede¢i prikaz ¢ kao linearne kombinacije vektora a i b:
¢=a—3b.
O

Napomena: Primijetimo da u prethodnom zadatku rjesenje koje smo dobili iz prve
1 trece jednadzbe nije moralo zadovoljavati i drugu jednadzbu. Da se to dogodilo
zakljucili bismo da ¢ nije moguce prikazati kao linearnu kombinaciju vektora a i
b. To opcenito 1 jest tako: da bismo prikazali opceniti vektor prostora kao line-
arnu kombinaciju vektora, potrebna su nam najmange tri vektora (zato i imamo tri
koordinatna vektora i, j i k).

Zadatak 2.12: PrikaZite vektor ci_:: 2 + 37 + 3k pomoéu vektora @ = 2i — 37 + /;,
b=2i+4y+ 3k i c=4i+ 25+ 4k.

Rjesenje. Trazimo koeficijente «, 5 i v tako da vrijedi
d=ad+ Bb+ e

Imamo sada

2 2 2 4
3| =a| 3| +B8| 4| +7]| 2
3 1 3 4
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2 20 + 26 + 4y
3| =] —3a+48+27
3 a+ 368+ 4y

Dobivamo sljedeé¢i sustav od tri jednadzbe s tri nepoznanice:

20+ 28+ 4y =
—3a+48+2y =
a+38+4y = 3.

Jedinstveno rjesenje je danos a =1, f =2, v = —1, tako da je

-

d=a+2b—¢
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Zapis nekih transformacija
ravnine i prostora - pojam matrice
1 linearnog operatora

3.1 Translacija

Definicija: Translaciju trodimenzionalnog prostora zadajemo vektorom trans-
lacije v = ai+ bj—k ck. Vektor translacije svaku tocka prostora T'(x,y, z) translatira
u novu tocku T'(2',y', '), koju ponekad zovemo i slika tocke T pri zadanoj trans-
laciji (ili, opéenito, zadanoj transformaciji). Koordinate tocke T lako racunamo iz

jednakosti TT' = v. Dolazimo do sljedece formule:

x x a T+ a
y |=|yl|t|b|=|y+b
2 z c z+c

Napomena: Translaciju smo mogli promatrati © u ravnini. Formula bt u tom
sluc¢agu bila analogna gornjoj, naravno uz redukciju broja koordinata s tri na dvije.

Zadatak 3.1: Nadite tocku dobivenu translacijom tocke (—1,0,5) za vektor v =
3i+ 27 — k.

Rjesenje. Oznagimo trazenu tocku 7" (2’,y/, 2'). Prema formuli za translaciju imamo

x! -1 3 2
y/ = 0 + 2 = 2 )
2! 5 -1 4
tj. koordinate tocke T" glase (2,2,4). O

Zadatak 3.2: Nadite vektor translacije koji prevodi tocku (2,1,3) u tocku (1,1,2).
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Rjesenje. Oznacimo trazeni vektor s v = ai + bf + ck. Koristedi gornju formulu
Imamo

1 2 a
1{=11|+1|0b],
2 3 c
pa slijedi
a 1 2 -1
bl=|1|—-11}=1] 01,
c 2 3 -1
tj. trazeni vektor translacije glasi v = —i—k O]

3.2 Rotacija

Napomena: Promatrat cemo dva slucaja rotacije: u ravnini oko ishodista za zadani
kut rotacije te u prostoru oko neke istaknute koordinatne osi, takoder za zadani kut
rotacije.

Definicija: Rotacija ravnine oko ishodista za kut o (u pozitivnom smjeru -
smjeru suprotnom kretanju kazaljke sata) zadana je matricom rotacije

cosa —sino
sina  cosa ’

Ukoliko Zelimo pronaéi tocku T'(z',y') dobivenu rotacijom tocke T(x,y) oko is-
hodista za kut o, koristimo sljedecu formulu:

2| | cosa —sina T | | rcosa —ysinq
y | | sihna cosa y | | zsina+ ycosa
Napomena: S desne strane gornje formule pojavljuje se mnoZenje matrica. Vise

o matricama 1 njithovom mnoZenju moZete pronaci u Poglavlju 4.

Primjer 3.3: Za neke specijalne kuteve imamo i specijalne transformacije ravnine,
npr. za kut o = 0° dobivamo

cosa —sina | (1 0
sina  cosa | |0 1|’
Ovu matricu nazivamo jediniénom matricom (reda dva) zbog svojstva da ne mije-

nja stupcani vektor, sto odgovara cinjenici da rotacija za kut o = 0° ne mijenja
koordinate tocki ravnine:

MR R e R
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S druge strane, za o = 180° imamo

cosae —sima | | =1 0

sima  cosa | | O -1}’
pa vidimo da mnoZenjem ovom matricom tocka T (x,y) (tj. njoj pripadajuéa stupcéana
matrica) prelazi u tocku T'(z',y") = T'(—x,—y). Provjerite ovu turdnju sami i

uocite geometrijski razlog zasto je tome tako (rotacija u ovom slucaju predstavija
zrealjenge obzirom na ishodiste).

Zadatak 3.4: Zapisite matrice rotacija u ravning oko ishodista za sljedece kuteve:
a) a =45°
b) a = 150°
c) a =300°. Izracunagte sliku tocke T(—2,4) pri ovim rotacijama!
Rjesenge.
c¢) Koristimo formulu za matricu rotacije:

cosa —sina | [ cos300° —sin300° | V3 %
sinav  cosa | | sin300° cos300° | V3 |

Dalje, racunamo sliku 7" tocke T"

[ B[t )L

Dakle, rjesenje je T'(v/3 + 2,1 — 2¢/3).

=N

Napomena: PrikaZite graficki rotaciju iz prethodnog zadatka - u ravninskom koor-
dinatnom sustavu prikazite tocke T i T i uvjerite se da kut ¢iji su krakovi u tim
tockama, a vrh u ishodistu, odgovara zadanom kutu rotacije!

Zadatak 3.5: Za koji kut treba rotirati tocku (2,2) da bismo dobili tocku (—1 —
V3, —1 4 +/3)? Napisite matricu te transformacije!

Rjesenje. Treba vrijediti:

{—1—\/5} B [Cosa —sina}.[Q} _ [2cosa—25ma

—1++3 sina  cosa 2| | 2sina+ 2cosa

odakle dolazimo do sustava jednadzbi:

Y

2cosa —2sina = —1—+/3
2sina+ 2cosa = —1++3
¢ije rjesenje glasi sina = ‘/73, cosa = —%, odakle vidimo da je o = 120°. O
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Definicija: U trodimenzionalnom prostoru takoder moZemo promatrati rotaciju za
zadni kut o, ali ta rotacija prostora ne moze biti oko ishodista (jer ne bi bila
dobro zadana), veé¢ oko nekog istaknutog pravca, najéesée neke od koordinatnih osi.
Matrice rotacije za kut o oko x, y 1 z-o0st, redom, glase ovako:

1 0 0 cosae 0 —sina cosae —sina 0
0 cosa —sina |, 0 1 0 , sinaw cosa 0
0 sina cos« sinaw 0 cosa 0 0 1

Zadatak 3.6: Napisite matricu prostorne rotacije oko y—osi za kut o = 240° te
nadite sliku tocke T'(0,3,—2) obzirom na tu transformaciju.

Rjesenje. Koristimo srednju matricu iz gornje definicije i dolazimo do sljede¢e ma-
trice rotacije:

cosae 0 —sina cos240° 0 —sin240° —% 0 73
0 1 0 = 0 1 0 = 0O 1 O ,
sina 0 cosa sin240° 0 cos 240° _ \/73 0 —3

sto daje sljedeéu sliku T"(2', 9/, ') tocke T

@ -3 0 ¥ 0 V3
y =1 0 10 |- |3 |=]| 3
2! -9 -1 -2 1

3.3 Simetrija i projekcija

Definicija: Centralna stmetrija ravnine obzirom na ishodiste koordinatnog sus-
tava zadana je matricom
-1 0
A

Osim centralne simetrije, gledamo i dvije osne simetrije i to obzirom na koordinatne
osi x 1y, cije matrice redom glase

oAl ]

Dalje, mozZemo promatrati mise stmetrija prostora: jednu centralnu
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tri osne (obzirom na koordinatne osi x, y i z)

1 0 0 ~10 0 -1 0 0
0 -1 0 |, o1 0 |, 0 -1 0
0 0 -1 0 0 —1 0 0 1

te tri simetrije obzirom na koordinatne ravnine xy, rz 1 yz, cije matrice redom glase

10 0 1 0 0 ~100
01 0|, |0 —-10], 0 10
00 —1 0 0 1 0 0 1

Napomena: Primijetite da je su u matricnom zapisu simetrije na dijagonali ma-
trice brojke 1 ili —1, ovisno o tome o kojoj se simetriji radi, dok su nedijagonalni
elementi tih matrica nule. Matrice je najlakse zapamtiti tako da zamislimo kako prvi
element matrice “pripada” z-koordinati, drugi y-koordinati (te treéi z—koordinati
ukoliko se radi o simetriji trodimenzionalnog prostora). Pritom su jednaki 1 oni
dijagonalni elementi koji odgovaraju koordinati (ili koordinatama) objekta obzirom
na kojeg se izvodi simetrija, dok su preostali elementi jednaki —1. Brojka 1 na dija-
gonali sugerira da se odgovarajuca koordinata tocke pri simetriji nece promijeniti,
dok —1 govori da ce se odgovarajuca koordinata promijeniti u suprotnu.

Napomena: Za svaku o gore opisanih simetrija mozZemo promatrati i pripadne
projekcige, cije pripadne matrice dobivamo tako da u odgovarajucoj matrici sime-
trige sve elemente koji su jednaki —1 zamijenimo nulama, dok elemente jednake 1
ostavljamo nepromijenjenima.

Primjer 3.7: Matrica prostorne projekcije na koordinatnu ravninu xz glasi:

1
0
0

o O O

0
0
1
Ova matrica sugerira da ée slika T' projekcije tocke T(x,y, z) na xz—ravninu glasiti
T'(z,0,z2).
Zadatak 3.8: Napisite matrice sljedecih transformacija prostora:

a) simetrija obzirom na xz—ravninu

b) projekcija na y — z ravninu,
te ih primijenite redom na sljedece tocke:

1) (1,1,1)

2) (2,—1,4).
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Rjesenge.

a2) Matrica simetrije obzirom na xz—ravninu glasi

1 0 0
0 -1 0
0 0 1

pa je slike T"(2', ¢/, 2’) tocke (2, —1,4) dana s

a! 1 0 0 2 2
y | =10 -1 0 —1 =11
2 0 0 1 4 4

3.4 Matrice i linearni operatori

Napomena: Matrice koje predstavljaju rotacije, simetrije i projekcije su primgjeri
kvadratnih matrica, tj. matrica koje imaju jednak broj redaka i stupaca. Kva-
dratne matrice predstavljaju transformacije ravnine u ravninu ili prostora u prostor,
tj. takve transformacije koje ne mijenjaju dimenziju prostora kojeg promatramo.
No, to ne mora biti tako i opéenito: moZemo promatrati i transformacije koje pres-
likavaju ravninu u prostor ili prostor u ravninu. Takve transformacije ce i dalje biti
predstavljene matricama (pod uvjetom da su linearne, tj. da je transfromacijski
odnos medu koordinatama linearan), ali te matrice vise nece biti kvadratne.

Vise o vezi matrica i linearnth transformacija moZete pronaci u posljednjem odlomku
Poglavlja 4.

Primjer 3.9: Matrica
2 0 =3
1 =7 5
predstavlja primger linearne transformacije prostora u ravninu: slika tocke T'(1, —1,4)
bit ¢e tocka T' (2, y):
#]_f2 o0 3] || T2 r0 (e (=3) 4] _[ 10
v | |1 =7 5 4 114+ (=7 (=) +5-4 ] | 28 |’

tj. vidimo da je tocka T prostora preslikana u toéku ravnine T".

Napomena: Opcenito, linearna preslikavanja na vektorskim prostorima zovemo
linearnt operatori. Mi se ovdje njima necemo baviti, dovoljno je da zapamtimo
da su linearni operatori predstavijeni matricama, a mi ih moZemo zamisljati kao
linearne transformacije opisane u gornjoj napomeni.
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Algebra matrica. Inverzna
matrica. Determinanta

4.1 Definicija matrice

Definicija: Neka sum in prirodni brojevi. Shema u kojoj familiju A realnih brojeva

a;; (1€{l,...,m},je€{l,...,n}) zapisujemo na sljedeci nacin
ain a2 QA1n
A 21 Cl'22 A2p
A1 Am2 -+ Qmn

zove se matrica od m redaka it n stupaca, tj. matrica tipa m x n. Za element
a;; kaZemo da dolazi na mjestu (i,7) u matrici A. Matricu zapisujemo i ovako:

A = (aij)-

Brojevi ay1,a12,...,a1, c¢ine prvi redak, asi, ass, ..., as, drugt redak, a,,,
Gm2, - - -, Gmpn M-t redak matrice A. Brojevi ayq, as1, . .., Gy, Cine provi stupac,
(12,099, . .., Ama drugi stupac, a ai,, s, . . ., Gy, N-ti stupac matrice A.

Napomena: Duvije matrice su jednake ako su istog tipa i odgovarajucéi elementi
su im jednaks.

Definicija: Za matricu kaZemo je kvadratna matrica ako ima jednako mnogo
redaka i stupaca (kaZemo da je reda n, gdje je n broj redaka, odnosno stupaca).
Kvadratnu matricu A zovemo dijagonalnom ako je oblika

a1 0 N 0
A 0 (1'22 0
0 0 Ann
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Elementi ai1,ass, . . ., an, ¢ine glavnu dijagonalu matrice A.

Jediniéna matrica I je takva dijagonalna matrica ¢iji su svi dijagonalni elements
jednaki 1, a nul-matrica O je dijagonalna matrica ¢iji su svi dijagonalni elementi
jednaki 0 (mozZemo jednostavnije reéi da su svi elementi nul-matrice jednaki nuli).

Primjer 4.1: [ = 00

O O =
O = O
_— o O

je jedinicéna matrica reda 3, a O = { 00 } nul-

matrica reda 2.

4.2 Matri¢ne operacije
Definicija: Zbroj matrica moguce je definirati samo medu matricama istog tipa:
za A = (a;j) 1 B = (b;;) tipa m x n je matrica C = (¢;;) tipa m x n s elementima
cij =ai; +bij,ie€{l,....m}, j€{l,...,n}, sto znaci da se zbrajaju elementi na
1stim pozicijama.
Primjer 4.2:
1 3 2 n 2 -1 5|
-1 0 1 -3 -1 0|
B 142 3+(-1) 245 | | 3 2 7
- —14+(=3) 0+(-1) 1+0 | | -4 -1 1 |°

Definicija: Mnozenje matrice A = (a;j) skalarom \ daje matricu NA = (Aa;;).

Primjer 4.3:

I R B i e on Y B Bl

Zadatak 4.4: Izracunajte A+ 2B za sljedeée matrice (ako postoji):

a)A:'z -1 0}’ B:{s 0 1]

|0 1 3 -2 =1 0
[ 2 0
pa-|-nlos-[3 000
| 0 3
Rjesenge.
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a)

2 -1 0 3 0 1
aves = |0 3]”.[_2 o O]:
(2 -1 0 6 0 2
~ o 1 3]*{—4 2 0}:
78 —12}
-4 -1 3

b) Trazena matrica ne postoji, jer A i B nisu istog tipa.
O

Napomena: Za zbrajanje matrica i mnoZenje matrica skalarom vrijede svojstva
koja vrijede i za realne brojeve, dakle asocijativnost, komutativnost, te distributiv-
nost mnozenja skalarom prema zbrajanju.

Razliku matrica A — B treba shvatiti kao skraceni zapis za A+ (—1) - B, §to znaci
da se oduzimange provodi na analogni nacin kao i zbrajanje i moguce je samo medu
matricama istog tipa.

Definicija: UmnoZak matrica A i B definira se samo ako matrica A ima toliko
stupaca koliko matrica B ima redaka. Broj redaka matrice umnoska A - B jednak je
onom matrice A, a broj stupaca onom matrice B.

Preciznije: neka je matrica A tipa m x n i@ B tipa n X p. Tada matrica C = A- B
mma tip m X p, a elementi su joj dani s

Cij = ailblj + aingj + ... ambnj

to jest, na ij-tom mjestu je umnozak i-tog retka matrice A i j-tog stupca matrice
B.

Zadatak 4.5: Nadite AB i BA ako su A i B slijedece matrice:

1 5
A:{g _11 ﬂ B=| -1 2
11
Rjesenge.
- 1 5
a =[50 2] e |-
: 1 1
[ 3-1+41-(-1)+2-1 3:5+1-2+2-1 ] [4 19
S04 (-1) - (-1)+1-1 0-54(=1)-2+1-1 ] |2 -1
1 5 3 -4 7
BA = | -1 2 {g _11 ﬂ:...: 3 -3 0
11 3 0 3
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Napomena: Iz definicije mnoZenja matrica i Zadatka 4.5 se vidi da mnoZenje
matrica opcenito nige komutativno. Dapace, cest je slucaj da za zadane matrice
A i B postoji umnozak AB, ali nije definiran umnozZak BA, ili obratno (a cak i
da ummnosci u oba poretka mnoZenja i postoje, rezultati tth mnoZenja ne moraju biti
matrice istog tipa).

Zadatak 4.6: Za matrice A i B izracunajte AB i BA (ako postoje):

- 010
ga=[312] o]V o
L 010
[ 1
b) A= 2 B=[3 41 5]
07
1
[2 —1 2
¢)A=|4 5 6|, B=| 1
0 1 7 -1
1 2 -1 3 1 -1 —4 2 3
2 -3 2 -6 -2 2 0 00
dA=1"1 9 o 3 1 o B=11 00
3 6 -3 10 2 -3 0 10
Rjesenje.
a)
i 010
ap = 302 o |-
L 010

[3:04+41-14+2-0 3-141-0+2-1 3-0+1-1+2-0] _

1 0-0-1-1+1-0 0:1=1-04+1-1 0-0—-1-1+1-0]
1 5 1

-1 1 -1

BA ne postoji jer je matrica B tipa 3 X 3, a matrica A tipa 2 x 3, $to znaci
da broj redaka druge matrice u umnosku ne odgovara broju stupaca prve
matrice u umnosku (a to je osnovni uvjet koji matrice moraju zadovoljavati
da bi njihov umnozak bio definiran).

[
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Napomena: Ako su A, nul-matrica O i jedinicna matrica I istog reda, vrijedi:

A+O0=0+A=A
A-IT=1-A=A

Kazemo da je nul-matrica O neutralni element za zbrajange, a jedinicna matrica I
za mnozenje matrica.

Napomena: Formalno mozZemo uvesti i potenciranje matrice prirodnim broje-
vima: produkt A - A skraéeno pisemo kao A%, A-A- A= A3 itd.

—1

2 1
Zadatak 4.7: Nekaje A= | 3 0 . Izracunajte A3.
4

1
-1 7

4.3 Determinanta matrice

Definicija: Svakoj kvadratnoj matrici moZemo pridruziti realan broj kojeg zovemo
determinanta matrice. Za matricu A determinantu oznacavamo s |A| ili s det A.
Determinanta zadovoljava sljedeéa osnovna svojstva:

det(AB) = det A-det B =det B -det A= det(BA)
det/ = 1.

Definicija: Za zadanu kvadratnu matricu A determinanta |A| se raéuna razvo-
jem po nekom izabranom retku ili stupcu. Ovdje éemo pokazati razvoj po
prvom retku:

1) Za kvadratnu matricu prvog reda (degenerirani slucaj, jer se matrica sastoji
od samo jednog elementa) definiramo: detla] := |al.

2) Za kvadratnu matricu drugog reda:

ap das L .
b1 bg = Cllbg agbl.
3) Za kvadratnu matricu treceg reda:
O by b b b bi by
bl bQ bg = ay c c c c +CL3 c c
¢ o s 2 C3 1 C3 1 C2
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n) Za kvadratnu matricu n-tog reda A = (a;;) definiramo
det A := a1 det AH — Q12 det A12 + 4 (—1)”*1(11“ det Alny

gdje je Ay (k € {1,...,n}) kvadratna matrica (n-1)-og reda koja se od matrice
A dobije ispustanjem prvog retka i k-tog stupca.

Napomena: Determinatu ne moramo nuzno racunati razvojem po prvom retku.
Moze se pokazati da determinanta ne ovisi o tome po kojem smo retku ili stupcu
radili razvoj, tako da se u praksi za razvoj koristi onaj redak ili stupac matrice koji
sadrzi najvise nula.

Zadatak 4.8: Razvojem po drugom retku izracunajte

2 3 1
-1 4 =5
1 -2 3

Rjesenje. Racun determinante pocinjem dodjelom predznaka elementima matrice
koji se nalaze u drugom retku (jer po njemu radimo razvoj), tj. multiplikativnih
faktora 1 ili —1, ovisno o tome na kojem se mjestu u matrici element nalazi. Na
primjer, broj 4 se nalazi na presjeku drugog retka i drugog stupca, pa je njemu
pridruzen faktor (—1)?*2, dakle broj 1 (opcenito, elementu a;; pridruzen je broj
(—1)"7). Razvoj po drugom retku sada izgleda ovako:

2 3 1
-1 4 =5]|=
1 -2 3
e A EY G N I EYC N CON
— 1 (942 +4-(6—1)+5(—4—3) = —4.
O

Zadatak 4.9: Izracunajte determinatu matrice iz prethodnog zadatka razvojem po
trecem stupcu, a potom po prvom reku te se uvjerite da dobivate uvijek isto rjesenge.

111
Zadatak 4.10: [zracunajte determinantu matrice | 2 2 2
3 45
Rjesenje. Razvojem po tretem retku imamo:
1 11
11 11 11
2 2 2 :3’ ’_4‘ '+51 ‘:0
3 4 5 2 2 2 2 2 2
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11 2
Zadatak 4.11: Izracunajte determinantu matrice | 3 —1 —1
2 5 3

Zadatak 4.12:
Izracunajte determinante sljedecih matrica:

v |3 5]

b)

cosa  Sin«
—sina  cos o

) cos o + 1 sin o 1
c .
1 cos — 1sin «

1 log, =
d) _logzy 1 ]

4.4 Inverzna matrica

Definicija: Za kvadratnu matricu A kaZemo da je regularna ili invertibilna ako
postoji jedinstvena kvadratna matrica A~' za koju vrijedu

A A=A A=T

Matricu A™! zovemo inverzna matrica (ili, skraéeno, inverz) matrice A.
Kvadratne matrice koje nemaju inverznu matricu zovemo singularne ili neinver-
tibilne matrice.

Teorem: Regularne su samo one kvadratne matrice ¢ija determinanta nije nula.

Napomena: Gornji teorem predstavija kriterij za provjeru ima li zadana kvadratna
matrica inverz: samo one kvadratne matrice cija je determinanta razlicita od nule
1MAJU NVerzny matricu.

Primjer 4.13: Matrica iz Zadatka 4.8 jest reqularna (jer joj je determinanta razli¢ita
od nule), sto ukazuje na to da za nju postoji inverzna matrica, dok ona iz Zadatka
4.10 nige, tj. nema inverznu matricu.

Definicija: Transponirana matrica matrice A tipa m x n je matrica A” tipa
n X m koju dobivamo tako da w matrici A zamijenimo retke stupcima, a stupce

retcima.
1 3 2 bl
Primjer 4.14: Transponirana matrica matrice A = [ 10 1 } jeAT=13 0

2 1
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Definicija: Adjungirana matrica A* kvadratne matrice A je matrica koja na

(i, 7)-om mjestu ima broj (—1)7T - det AT, gdje je A7; malrica dobivena iz transpo-

nirane matrice A™ izbacivanjem i-og retka i j-og stupca.

1 1 2
Zadatak 4.15: Za matricu A= | 3 —1 —1 | izracunajte adjungiranu matricu.
2 5 3
Rjesenje. Najprije racunamo transponiranu matricu A" :
1 3 2
Ar=11 =15
2 -1 3

Zatim racunamo A* = (a;;) po elementima:

= (|

G = (] G| =002

. 1 3
asy = (=1)%. L1 ‘ =1-(=1)—1-3=—4,
2 7 1
sto daje A*= | —11 —-1 7 |. n
17 -3 —4

Zadatak 4.16: Nadite adjungiranu matricu opcenite kvadratne matrice drugog
reda.

L a b o e g d —b
Rjesenje. Uz oznaku A = o 4 | nie tesko vidjeti da je A = e a4 | m
Teorem: Za zadanu reqularnu matricu A vrijedi sljedeca formula za inverznu

matricu:
1 1

T detA
Napomena: Gornja formula determinantu u nazivniku, sto znaci da ta formula

ima smisla za reqularne, ali ne i singularne matrice (jer je za njih determinanta
jednaka nuli).

*

Primjer 4.17: Koristeéi prethodni primjer i cinjenicu da je za A = [ CCL d}

determinanta jednaka |A| = ad —be, imamo lako pamtivu formulu za inverz matrice

drugog reda:
1 d —b
A7l = )
ad — bc [ —Cc a }
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Zadatak 4.18: [zracunajte inverz matrice iz Zadatka 4.15.

Rjesenje. U Zadatku 4.15 smo veé izracunali adjungiranu matricu A* pa preostaje
izracunati samo determinantu:

11 2

~1 -1 3 -1 3 -1
3 -1 -1 :1-‘ '—(—1)-‘ ‘+2 ‘ ‘:25.
) 5 s 5 3 2 3 2 5

Koristenjem formule za inverznu matricu imamo:

] 2 7 1
A‘1:2—5 —11 -1 7
17 -3 —4

]

Napomena: Provjerite da je matrica dobivena u Zadatku 4.18 doista inverzna
matrici iz Zadatka 4.15, tj. da vrijedi A- A~' = A=Y A =T (dovoljno je provjeriti
samo jednu jednakost, npr. A- A71 =1).

Zadatak 4.19:

Odredite inverz matrice iz Zadatka 4.8.

4.5 Primjena matrica na transformacije

Teorem: Kompozicija linearnih transformacija je opet linearna transforma-
cija, a matrica te kompozicijske transformacije dobiva se mnoZenjem matrica
polaznih transformacija. Pritom je u spomenutom umnosku matrica koja dolaz
zdesna matrica prve transformacije u kompoziciji, dok je matrica koja dolazi slijeva
matrica druge transformacije u kompoziciji. Ukratko:

Kompoziciji transformacija odgovara mnoZenje matrica.

Zadatak 4.20: Koristeci matricni racun provjerite da je kompozicija ravninskih
rotacija oko ishodista za kuteve o i B upravo ravninska rotacija oko ishodista za kut
a4+ f.

Rjesenje. Ravninske rotacije oko ishodista za kuteve « i 5 imaju matricne prikaze
A | cosa —sina } B { cosff —sinf

. . . Mnozenjem tih matrica dobivamo
sina cos sinf cospf

43



Matematika 1

Poglavlje 4

upravo matricu ravninske rotacije oko ishodista za kut o + :

CcoSs Qv
sin av

—sin «
COS &

cos f3

sin 3

I

cos acos f — sinasin 3
| cosasin 3 + sina cos 3

—sin
cos f3

|

— cos arsin 8 — sin av cos 3
—sin asin # 4 cos a cos 8

|

[ cos(a+B) —sin(a+ 3)
| sin(a+ ) cos(a+p) |
]
Zadatak 4.21: Primijenite uzastopce na tocku (2,2, 1) sljedeée transformacije pros-

tora:
a) transformaciju iz Zadatka 3.6, potom transformaciju iz Zadatka 3.8 a),
b) transformaciju iz Zadatka 3.8 a), potom transformaciju iz Zadatka 3.6.
Dobivate li iste tocke? Objasnite zasto!
Rjesenge.

a)

1 0 0 -1 0 ¥ 2
0 -1 0f-(|] 0 1 0 2 |) =
0 0 1 _¥3 9 _1 1
- 2 2
1 0 0] [ -1+ 1+ %
=10 -1 0 2 = —2
0 0 1 - 3_% _\/__%

b) Analogno slucaju a), samo $to je poredak matrica transfromacija suprotan -
prva i druga matrica u gornjem izrazu mijenjaju mjesta. Medutim, rezultat
je isti (provjerite!).

Dakle, u oba slucaja dobivamo isti rezultat, Sto mozemo objasniti ¢injenicom da
je dobivena tocka slika zadane tocke obzirom na kompoziciju spomenutih transfor-
macija. Geometrijski gledano, svejedno je jesmo li tocku najprije rotirali za 240°
oko osi y pa je potom zrcalili obzirom na xz—ravninu, ili smo ucinili obratno. [J

Napomena: Prethodni smo zadatak mogli rijesiti © tako da najprije pommnozZimo
zadane transformacije (u bilo kojem poretku):

1 0 0 -1 0 ¥ —1 0 v
0 -1 0 0 1 0 |=| 0 -1 0
0 0 1 _v3 o _1 _V3 g 1

2 2 2 2

te potom dobivenom matricom pomnozZimo stupcanu matricu koja odgovara tock:
(2,2,1).
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Zadatak 4.22: Pokazite da uzastopnom primjenom rotacije ravnine oko ishodista
za kut o, centralne simetrije ravnine te rotacije ravnine oko ishodista za kut 180° —«
dobivamo identitetu, tj. transformaciju koja preslikava svaku tocku u nju samu.
Interpretirajte zadatak geometrijski i analiticki (tako da wocite koju matricu dobijete
mnoZenjem pripadnih matrica ovih transformacija)!

Vidjeli smo da kompoziciji linearnih transformacija odgovara mnozenje matrica.
No, vrijedi i sljedece:

Teorem: Inverzna transformacija linearne transformacije je opet linearna transfor-
macija, a matrica te inverzne transformacije je tnverzna matrica matrice polazne
transformacije. Ukratko:

Inverznoj transformaciji odgovara inverzna matrica.

Zadatak 4.23: Koriste¢i matricni racun provjerite da je inverzna transformacija
ravninske rotacije oko ishodista za kut o opet ravninska rotacija oko ishodista, i to
za kut —a.

cosa —Ssin«

) ravninske
sinav  cos

Rjesenje. Racunamo inverznu matricu matrice A = [

rotacije oko ishodista za kut o. Vrijedi detA = cos? o + sin® o = 1 pa je

e { cosa  sina } _ { cos(—a) —sin(—a) } |

—sina cosa sin(—a)  cos(—a)

Sto je upravo matrica ravninske rotacije oko ishodista za kut —a (koristili smo
sljedeca svojstva trigonometrijskih funkcija: cos(—a) = cosa, sin(—a) = —sina).
]

Zadatak 4.24: Nadite inverznu transformaciju prostorne simetrije obzirom na
TZ—TaUNINU.

Rjesenje. Prema formuli za inverzu matricu racunamo inverznu matricu spomenute

simetrije:
1

1 0 0] 1 0 0
0 -1 0| =--=|0-10],
0 0 1 0 0 1

tj. dobivamo polaznu matricu. Zaklju¢ujemo da je inverzna transformacija zadane
simetrije opet ista ta simetrija. Objasnite zasto (koristite geometrijski argument)!
O

45



Matematika 1 Poglavlje 4

46



Poglavlje 5

Skalarni, vektorski i mjesoviti
produkt vektora

5.1 Skalarni produkt vektora

Definicija: Skalarn: produkt vektora d i b oznacava se s G- b i definira na
sljedeéi nacin: ako su oba vektora razlicita od 0, onda je

—

@-b:=|dl-|b|-cose,

gdje je o kut izmedu vektora @ i b. Pod kutem izmedu vektora @ i b smatramo
kut kojeg zatvaraju zrake koje odreduju vektori a i b kad imaju zajednicki pocetak.
Ako je bar jedan od vektora a 1 b jednak nul-vektoru, onda definiramo a - b=0.

Napomena: [z definicije se vidi da je skalarni produkt vektora broj, a ne vektor.
Dalje, ako je b= @, formula za skalarni produkt postaje @ - = |a| || - cos 0% = |a@l?,
Sto znaci da je @ > 0 za svaki vektor @, a @ =0 samo ako je @ = 0.

Takoder, vidimo da je skalarni produkt vektora komutativan, sto znaci da je svejedno
koji je od dva zadana vektora pruvi, a koj drugi u skalarnom produktu.

Napomena: Za dva vektora kaZemo da su ortogonalni ako je kut izmedu njih
pravi. Skalarni produkt vektora daje mam koristan kriteriy za utvrdivanje ortogo-
nalnosti vektora. Naime, za ortogonalne vektore zbog cos p = cos90° = 0 vrijeds
a-b=0.8 druge strane, ako je a - b= 0, onda je ili neki od vektora @, l;, jednak
nul-vektoru, ili su a i b medusobno ortogonalni. Specijalan slucaj medusobno orto-
gonalnih vektora su koordinatni vektori iz, j ik iz Poglavlja 2.

Osim toga, lako se vidi da ¢e skalarni produkt biti pozitivan ako je kut medu vekto-
rima Siljast, a negativan ako je taj kut tup.

Zadatak 5.1: Koji kut zatvaraju jedinicni vektori mi i 7 ako su vektori @ = m+ 21
1 b= 5m — 41 medusobno ortogonalni?
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Rjesenje. Cinjenicu da su vektori @ i b ortogonalni pisemo preko skalarnog produkta:

i-b =

(1 + 2i1) - (5 — 471) =
5m2 4 107im — 4mi — 872 =
5/m|? 4 6mit — 8| =

54+6cosp —8 =

o O O o O

odakle slijedi cos ¢ = —%, odnosno ¢ = 120°. [
Zadatak 5.2: Zadano je |@| = 11, |b| = 23, |@ — b| = 30. Lzracunajte |G+ b|.
Rjesenje. Racunamo:
G+b? = (@+b)2=@+0)(@+0b) =a>+2ab+0b=|d*+ |b)>+2ab
@—b> = - =a + |b* — 2ab.
Zbrajanjem ovih jednakosti imamo |@ + b2 + |@ — b2 = 2(|@*> + |b]?), odakle
uvrstavanjem vrijednosti zadanih u zadatku odmah slijedi rjesenje: |@ + b| = 20.

Zadatak ima i geometrijsku formulaciju: izracunaj duljinu krace dijagonale parale-
lograma kojem su duljine stranica 11 i 23, a duljina duze dijagonale iznosi 30. [

Teorem: Za dva analiticki zadana vektora d = a1;+ azj%— Clglg ib= bJ+ bgj‘f‘ ng
dajemo sljedecu formulu za skalarni produkt:

a- g: (a1z+ Cl2}+ ClgE) . (b1z+ bgj-{- bglg) = a161 + a262 + agbg.

Pri izvodenju ove formule koristili smo cznjemcu da SU z j ik jedinicni © medusobno
ortogonalmpa]ez j=1- k—] k=0 tei? —k2—1

- -

Primjer 5.3: Izracunajte skalarni produkt vektora @ =i—j i b= j—i— k. Sto mozete
reci o kutu medu tim vektorima?

Rjesenje. Prema formuli imamo
@-b=1-0—1-14+0-1=—1.
Zakljucujemo da je kut medu ovim vektorima tup. O

Znamo da je ortogonalnost ekvivalentna svojstvu da je skalarni produt jednak
nuli, pa imamo sljedeéi kriterij ortogonalnosti dva vektora u analitickom zapisu:

Teorem: Ne-nul vektori @ © b su ortogonalni ako i samo ako vrijedi

6-g:0¢>alb1+a2b2+a3b3:0.
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Napomena: Znamo da je @-b = |EL'||Z;| cos, gdje je o kut izmedu vektora @ i b.
Postavlja se pitanje: mozemo li izracunati ovaj kut poznavajuci koordinate vektora
aib? Odgovor daje sljedeca formula (koja vrijedi samo ako @ i b nisu nul-vektori):

—

cos p =

b a1b1 + asby + agbs
5| Va2 + a? + a32\/b12 + by” + by

R

Zadatak 5.4: Izracunagte kut medu vektorima iz Primjera 5.3.

Rjesenje. U Primjeru 5.3 izracunali smo skalarni produkt ovih vektora, sto koris-
timo u formuli za kut:
-1 1

cosp = =—-,
7o VI2+ (-1)2+02- /0% + 12 + 12 2

iz cega zakljucujemo da se radi o kutu ¢ = 120°. O

Zadatak 5.5: Zadana su tri vrha paralelograma ABCD: A(-2,—1,1), B(4,—-2,2)
i C(6,1,3). Odredite koordinate vrha D te izracunagjte kut izmedu dijagonala.

Rjesenje. U paralelogramu vrijedi jednakost vektora ﬁ _ AB. Uz D = (z,y,2)

imamo

= (442)i+(—2+1)j+2-1k
= 6i—j+k,

(1—y)

(6 —2)i (3—2)
i+ (1—y)j

(6 — ) (3-2)

odakle (iz jednakosti vektora s lijeve i s desne strane jednakosti) dobivamo D =
(0,2,2). Dalje, racunamo vektore dijagonala 1@ i Eﬁ

+ k
+ k

AC = 8 +2j+2k,

DB — 4i—4j,
pa, uz oznaku « za kut medu dijagonalama, imamo:

AC-BD 32 -8 1

COS ¥ = = = —.
AC|-|BD| VE+2 42 JELE 2

Dakle, kut medu dijagonalama iznosi a = 60°. O

Napomena: Formula za skalarni produkt, kriteriy ortogonalnosti © formula za kut
medu vektorima v analitickom zapisu dana je za vektore u prostoru, no analogne for-
mule mogu se napisati v za vektore u ravnini ilv pak vektorskom prostoru proizvoljne
dimenzije.
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5.2 Vektorski produkt vektora

Definicija: Vektorski produkt dva prostorna vektora a i l;je vektor kojeg oznacavamo
s axb, sa sljedecim svojstvima:

1. duljina: modul vektora a X b jednak je povrsini paralelograma odredenog s @ i
b, tj. |@ x b| == |a||b|sing, gdje je ¢ kut izmedu vektora @ i b

2. smger: @ X b je ortogonalan na ravninu odredenu vektorima a i b, tj. ortogo-
nalan je 1@ i b

3. orijentacija: uredena trojka (@, 5, ax ) ¢ini desni sustav: zakretanje vektora
@ u vektor b za kut © 1zmedu vektora d i l;promatmno 12 kragnje tocke vektora
axb ima smjer suprotan smjeru kretanja kazaljke na satu. Napomenimo da je,
za razliku od skalarnog produkta vektora, vektorski produkt moguce promatrati
1skljucivo za prostorne vektore.

Ako su vektori @ i b kolinearni, definiramo da je a X b=0. Posebno, za koordinatne
vektore 1, j 1 k vrijeds

- — -

ixi=jxj=kxk=0.

Eal

Napomena: Vektorski produkt vektora nam daje koristan kriterij za utvrdivangje
kolinearnosti vektora. Naime, ne-nul vektori ce biti kolinearni ako i samo ako je
njthov vektorski produkt jednak nul-vektoru.

Primjer 5.6: Odredimo j X i. Prema definiciji vektorskog produkta znamo da
rezultat mora biti jedinicni vektor, jer mu je duljina jednaka povrsini lika kojeg
odreduju vektori i 2; (a radi se o pmvokutmku povrsine 1). S druge strane, mora biti
ortogonalan na ravninu odredenu vektorima i i j pa “imamo_samo dvije mogucénosti
za rjesenje: kili —Fk. No, zahtjev da ured‘ena tm]ka (],z i x ]) ¢ini desni sustav

otklanja prvu mogucnost, dakle imamo j xi=—k.
Zadatak 5.7:
Izracunagte preostale produkte koordinatnih vektora ﬁ, iik.

Teorem: Za dva analiticki zadana vektora d = a1;+ a2;+ Clglg ib= bJ—i— b2;+ b3E
dajemo sljedecu formulu za vektorski produkt:

axb = (a1i+ asj+ ask) x (byi + byj + bsk) =
= a1b227>< j+ albgzx k+ agblf X 7+
+ agbgj x k+ agbllz X 1+ a3bgl%’ X j:
= aleE - albgf - a2b1E + a2b35+ ang — ang:
(agbs — agbg)Z— (a1bz — a3b1)5+ (a1by — agbl)l;,
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Sto mozemo simbolicki skraceno pisati ovako:

7Tk
axb= ap Qo as
by by b3

Zadatak 5.8: Izracunajte vektorski produkt vektora a = i — f—l— kib= 2?—1—;— 3k
te izracunajte povrsinu paralelograma kojeg odreduju vektori a i b.

Rjesenje. Prema formuli iz Teorema imamo

) i ;7 k

29 1 -3
e N R I Es N
— "1 3|72 =3 9 1 |~

= 2{+5j + 3k.

Prema definiciji vektorskog produkta, trazena povrsina P jednaka je modulu vek-
torskog produkta a x b:

P=|axb=vV2+5+3 =138

Zadatak 5.9: Izracunajte povrsinu paralelograma iz Zadatka 5.5.

Rjesenje. Najprije racunamo vektore dijagonala 1@ i @:

AB = 6i—j+Fk
AD = 24374k

a potom trazenu povrsinu kao modul vektorskog produkta ovih vektora:

J
—1

P=|AB x AD| = — 47— 4]+ 20K = VA2 1 42 1 202 = 12/3.

N O =
w
_ = X

]

Znamo da je kolinearnost ekvivalentna svojstvu da je vektorski produt jednak
nul-vektoru, pa imamo sljedec¢i kriterij kolinearnosti dva vektora u analitickom
zapisu:
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Teorem: Ne-nul vektori a 1 b su kolinearni ako i samo ako vrijedi

axb=0« a; ay asg | = 0
by by b3
Primjer 5.10: Vektori a = i— j—l— kib=—2i+ 2;' — 2k su kolinearni jer vrijedi
B i ]k
axb=|1 -1 1 |=0.
-2 2 =2

Podsjetimo se da smo u Poglavlju 2 dali drugaciji kriterij kolinearnosti (s kojim je
bilo lakse racunati!).

5.3 Mjesoviti produkt vektora

Definicija: Mjesoviti produkt tri prostorna vektora a, bi ¢ je realan broj kojeg
racunamo po formuli (@ x 5) -C, gdje s X oznacavamo vektorski, a s - skalarni produkt
vektora. Kao i kod vektorskog produkta, mjesoviti produkt tri vektora moguce je
racunati iskljucivo za prostorne vektore.

Napomena: Medusobni odnos tri prostorna vektora je takav da oni opcenito ne
odreduju jednu ravninu. Naime, bilo koja dva od ta tri vektora opcenito odreduju
neku ravninu, ali ne mora nuzno v trec¢i vektor biti u toj ravnini. Ukoliko je rijec
o specijalnom slucaju da su sva tri vektora u istoj ravnini, kaZemo da su vektori
komplanarni. MozZe se pokazati da mjeSoviti produkt vektora daje koristan kri-
teriy za utvrdivanje komplanarnosti tri vektora. Naime, tri ne-nul vektora ce biti
komplanarni ako 1 samo ako je njihov mjesSoviti produkt jednak nuli. U tom slucaju
ce se svaki od ta tri vektora moci napisati kao linearna kombinacija preostala dva
vektora.

Teorem: Za tri analiticki zadana vektora @ = a1;+ a2;+ ang, b= b1;+ sz‘i‘ b3];: i
c = c1i+ cj +3 k dajemo sljedecu formulu za mjesoviti produkt:

(aj X b) . 5 = al (IQ CL3 X (Cli + CQj + C3k> ==
by by b3
. - Q2 ag . 2| ay as 1 ap Qao ) - - Iy _
= (i by by b by +k b by ) - (c1i+ coj + c3k)
_ Q2 az | a; as | a1 a2
Uy by |72 by by | TS by by
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Sto mozemo simbolicki skraceno pisati ovako:

a; az as
((3: X b) - C= bl bg bg
Ci Cy C3

Zadatak 5.11: Izracunajte mjesoviti produkt vektora a = —i+ 2;+ E, b= —3;#— 2%k
i &= 2i—5j.

Rjesenje. Prema formuli za mjeSoviti produkt imamo

-1 2 1
0 -3 2 :—3’_21 (1)‘—2‘_21 _25‘:(—3) (=2) —2-1= -8
2 -5 0

Znamo da je komplanarnost ekvivalentna svojstvu da je mjesoviti produt jednak
nuli, pa imamo sljedeé¢i kriterij komplanarnosti tri vektora u analitickom zapisu:

Teorem: Ne-nul vektori a, b i ¢ su komplanarni ako i samo ako vrijedi

a1 a2 as
(5)( )EIO bl b2 bg =0.
C1 C2 C3

Primjer 5.12: Vektori iz Zadatka 5.11 ocito nisu komplanarni, jer je njithov mjesoviti
produkt razlicit od nule.

Zadatak 5.13: PokaZite da su sljedeci vektori komplanarni: a=2— j—i— /2, b=
i+ —2kic=1+45 — Tk. Izrazite vektor ¢ kao linearnu kombinaciju vektora @ i
b.

Rjesenje. Vektori ¢e biti komplanarni ako je njihov mjesoviti produkt jednak nuli:

2 -1 1
I 1 =2 =2(-7T4+8)+(-7+2)+(4-1)=0,
1 4 -7

sto ovdje jest slucaj. Dakle, zadani vektori su komplanarni. Da bismo izrazili vektor
¢ kao linearnu kombinaciju vektora a i l;, trebamo pronaci skalare a1 § takve da je
c=ad+ ﬁg ~ . .

i+4] —Thk=a(2— ]+ k) + B + 7 — 2k),

odakle slijedi sustav

20+ 8 = -1
—a+f3 = 4
a—28 = —T.
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Rjesavanjem prve dvije jednadzbe ovog sustava dobivamo a = —1, f = 3, sto
zadovoljava i tre¢u jednadzbu (to je jos jedna potvrda da su vektori komplanarni).
Prikaz vektora ¢ kao linearne kombinacije vektora @ i b glasi: ¢ = —a + 3b. O

Zadatak 5.14: Odredite x € R tako da vektori @ = (2x — 6)i + 4 — 3k,b =
(3 —1)i+ 2]+ 2k i @ = (3 —8z)i + (x — 2)j — 3zk budu komplanarni te u tom
slucaju izrazite vektor ¢ kao linearnu kombinaciju vektora a i b.

Rjesenje. Vektori ¢e biti komplanarni ako i samo ako je

20 —6 4 -3

3r—1 2 2 | =0,

3—8 -2 —3x
odakle dobivamo dva rjesenja: xy = 41 x9 = —1—3’1. Pogledajmo kako izgledaju
vektori @, biczax=4: @=2i+4j—3k, b=11i+ 2] + 2k i ¢ = —29i + 2] — 12k.
Zmamo da su ova tri vektora komplanarna, tj. da jedan od njih mozemo izraziti kao
linearnu kombinaciju prostahh dvaJu Odaberimo vektor ¢ trazimo « i j tako da
vrijedi @ = ad+ 8b, tj. —29i+2j — 12k = (20 44j — 3k) + ﬂ(llz +27+ 2k) odakle
izjednacavanjem koeficijenata uz koordinatne vektore dobivamo

20+ 118 = =29
da+20 = 2
—3a+2 = —12.

Ovaj sustav od tri jednadzbe s dvije nepoznanice ima jedinstveno rjeSenje i ono
iznosi @ = 2, f = —3, pa je prikaz vektora ¢ kao linearne kombinacije vektora @ i b
dan s ¢ = 2a — 3b. O]

Napomena: Mjesoviti produkt vektora ima zanimljivu geometrijsku interpretaciju:
u slu¢agu da nisu komplementarni, moZemo zamisliti da @, bib odreduju prostorno
tigelo (zovemo ga paralelepiped). MozZe se pokazati da volumen V tog tijela (do na
predznak) odgovara volumenu tog paralelepipeda. Tocnije, vrijedi

Zadatak 5.15: Odredite volumen, povrsinu baze 1 visinu tijela odredenog vektorima
12 Zadatka 5.11.

Rjesenje. U Zadatku 5.11 smo ve¢ izracunali mjesoviti produkt zadanih vektora.
Obzirom da je rezultat negativan, uzimamo da je trazeni volumen V jednak V =
| — 8| = 8. Za bazu paralelepipeda mozemo uzeti paralelogram odreden vektorima @
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i b. Znamo da je povrsina B tog paralelograma jednaka modulu njihovog vektorskog
produkta

P
=] -1 2
0 -3

= Ti+ 2] + 3k

S

a X

N =

pa je

B=axb=|Ti+2j+3kl = V72 + 22+ 32 = V62.

Konacno, visinu h mozemo dobiti iz klasi¢ne formule V' = B - h za volumen prizme:

V. 8  8/62

]

-

Zadatak 5.16: PokaZite da su vektori @ = 3i — j, b= i)+ Ig, c=17 — 3k linearno
nezavisni © prikazite vektor i kao njihovu linearnu kombinaciju.

Rjesenje. Uputa: pokazite da zadani vektori nisu komplanarni (mjesoviti produkt
im nije nula), sto dokazuje njihovu linearnu nezavisnost. Vektor i Cete prikazati
kao nphovu linearnu kombinaciju ako nadete skalare «, 517 takve da vrijedi i =
ad + B +~k (pogledajte npr. Zadatak 5.13). O
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Linearni sustavi

6.1 Matri¢ni prikaz linearnih sustava

Definicija: Sustav linearnih jednadZzbi od m linearnih jednazbi s n realnih ne-

POZNANICA X1, . . ., Ty 2GPISUJEMO opienito oavko:
a1 + aie®s + -+ apT, = b
A91X1 + Q22Z2 + *++ + AopTy, = b2
Am1T1 + QpmaZe + -+ + Qpp®yn = bm

Realne brojeve a;j, gdje je i € {1,2,...,m},j € {1,2,...,n}, zovemo koeficijents

sustava, dok realne brojeve by, bs, ..., b, zovemo slobodni koeficijenti sustava.
Matricu
a1 a12 e A1y
21 d22 ... dQ2p
A=
Am1 Am2 ... (Omn

zovemo matrica sustava, a matricu

a1 alp ... QA1 bl
21 a2 ... QAon, b2
Aml Gm2 - Gmn  Om

prosirena matrica sustava. Ako definiramo matricu slobodnih élanova
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te matricu nepoznanica

linearni sustav moZe se zapisati jednostavno kao

AX = B.

6.2 Regularni sustavi

Napomena: Linearni sustav AX = B ima jedinstveno rjeSenje ukoliko je ma-
trica sustava A reqularna. Sustave koji imaju jedinstveno rjesenje zovemo regu-
larni sustavi. Osnovni uvjet da matrica sustava, a time i sustav, bude reqularna,
jest taj da sustav ima jednak broj jednadzbi i nepoznanica ($to osigurava da matrica
A bude kvadratna). Uz to, matrica sustava mora biti reqularna, $to najjednostavnije
pokazujemo tako da wocéimo je li njena determinanta razlicita od nule (vidi Poglavlje

4)-
Dajemo jednostavnu metodu za nalazenje rjesenja regularnog sustav:

Teorem: Rjesavanje reqularnog linearnog sustava AX = B metodom inverzne
matrice izvodi se pomocu sljedece formule:

X =A"'B,
gdje je A~ inverzna matrica matrice sustava A.
Zadatak 6.1: NalaZenjem inverzne matrice rijesite sljedeci sustav:

rT—y+2z = 2
r+2y—z =
—Adr+4y+z = 1

Rjesenje. Matricni zapis naseg sustava je:

1 -1 2 T 2
1 2 -1 y | = 1
—4 4 1 z 1
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Nalazenjem determinante i adjungirane matrice matrice sustava (vidi Poglavlje 4!)

1 -1 2
A= 1 2 —1 | dolazimo do inverzne matrice
-4 4 1
2 1 1
9 3 9
Al | 1 1 1
9 3 9
4 1
5 0 3
Sada imamo: - ) )
x 5 3 79 2 3
_ 111 | 2
Y=l 935 9 Li=13 1
4 1
tj. rjeSenje sustava glasi x = %, Yy = %, z=1. O

Zadatak 6.2: NalaZenjem inverzne matrice rijesite sljedeéi sustav:

—r+y+z = 3
rT+z = 2
r4+2y—z =1

Pored metode inverzne matrice, poznata je i sljedeca metoda za rjeSavanje re-
gularnih sustava:

Teorem: Svaki reqularni linearni sustav AX = B moZe se rijesiti Cramerovim

pravilom: oznacimo stupce matrice A redom slovima aq, as, ..., Qn, a Stupac
matrice B s b. Rjesenje sustava je dano formulama
Dy D, D,
T1=—, Tog=—, ... Tp=—,
1 D 3 2 D ) D

gdje je D = detlas, ag,...,a,] = detA, D; = det[b,as,...,a,], ..., D, =
det[ay, ag, ..., b], tj. determinante Dy, Ds, ..., D, su determinante matrica koje
su dobivene tako da se u matricu A ubacuje stupac b umgesto stupca ayz, as, ..., Gy,
redom.

Zadatak 6.3: Pomocu Cramerovog pravila rijesite slijedeci sustav:
r+2y—z+u = -1
20 4+by —z24+2u = -2
3rx—y—2z+u = 5
r—y+3z—>5u =
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Rjesenje. Sustav najprije zapisujemo matri¢no:

1 2 -1 1 T —1
2 5 —1 2 vy | | -2
3 -1 =2 1 z N )
1 -1 3 =5 u 6
Za matricu sustava A racunamo determinantu D = det A = --- = —34. Dalje,

racunamo determinantu D; matrice koja se dobije tako da se prvi stupac matrice
A zamijeni stupcem matrice slobodnih koeficijenata:

-1 2 -1 1
-2 5 -1 2
5 —1 -2 1 = —08,

6 -1 3 =5

Analogno postupamo za ostala tri stupca matrice A. Determinante matrica koje
tako dobivamo redom iznose Dy = 34, D3 = —34, D, = 0, $to prema Cramerovom
pravilu daje kona¢no rjesenje sustava:

—68 34 —34 0
:_—34:2, To = —1 373:—:1, 1'4:—:0.

i ~ T3 ¢ —34

Zadatak 6.4: Koristenjem obje navedene metode za reqularne sustave rijesite sljedece
sustave:

o

T1+ 2o+ x3+ T4 =
1+ 2w + 3wg +4xy =
201 + 3x9 +4x3 + 14 =
3r1 + 4wy + x3 + 224

—_ = = =

b)

rTH2Yy—z+u =
20+ by —z+4+2u =
3r—y—2z24+u =

W N RO

r—y+3z—>0u =
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6.3 Gauss-Jordanova metoda

Definicija: Gauss-Jordanova metoda se koristi za rjesavanje opcéenitih linear-
nth sustava, dakle i onih sustava koji nemaju jednak broj jednadzbi i nepoznanica,
a ne samo reqularnih sustava. Ta se metoda koristi sljedecim tzv. elementarnim
matriécnim transformacijama:

a) zamjena dva retka (ili stupaca) prosirene matrice sustava
b) mnoZenje jednog retka prosirene matrice sustava brojem razlicitim od nule
c) dodavanje jednog retka prosirene matrice sustava drugom retku.

Elementarna matric¢na transformacija zamgjene stupaca nije uobicajena, tako je dopustena,
jer takva transformacija mijenja informaciju o poretku nepoznanica. Naime, zamisljamo
da svakoj nepoznanici "pripada” odgovarajuci stupac; nakon zamgjene stupaca mo-
ramo povesti racuna o tome kojoj nepoznanici pripada koji stupac.

Napomena: Navedene matricne transformacije “oponasaju” uobicajene postupke
koje koristimo prilikom rjeSavanja linearnog sustava zapisanog na uobicajeni nacin,
u obliku jednadzbi, a to su: zamgjena poretka dviju jednadzbi, mnoZenje odgovarajuce
jednadzbe brojem razlicitim od nule ili dodavanje neke jednadzbe nekoj drugoj jed-
nadzbi sustava.

Provodenjem navedenih elementarnih matrilnih transformacija nad prosirenom
matricom sustava pokusava se do¢i do najjednostavnijeg moguceg ekvivalentnog
oblika prosirene matrice, tj. do oblika u kojem ¢e $to veéi broj elemenata (prosirene)
matrice biti jednak nuli. Toénije, svodimo (prosirenu) matricu sustava do oblika
najblizeg dijagonalnom obliku, jer je iz njega najjednostavnije ”ocitati” rjeSenje
sustava. Pored ovog nacina, moguée je svoditi (proSirenu) matricu sustava i na
gornjetrokutasti ili donjetrokutasti oblik.

Zadatak 6.5: Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav:

Sx +4z+2t = 3
r—y+2z24+t =1
dr+y+22z =1
r+y+z+t = 0.

Rjesenje. Koristimo elementarne matric¢ne transformacije za svodenje prosirenu ma-
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tice sustava do dijagonalnog oblika:

5 0 42 |3 1 1 1110
1 =121 1| 1 -121]1],
41 201714 1 20]1]|"
1 1 1110 5 0 42| 3
1 1 1 1 |o 1 1 1 1 |0
o0 =21 0o | 1| sl0 1 =20 | 1],
“l10 -3 -2 41|70 —2-3-4]1]|"
0 -5 -1 =3 | 3 0 -1 =5 =3 | 3
10 3 1 | -1 10 3 1 | —1
01 =2 0 ] 1 slo1 —2 0 | 1 6
“loo0 -7 -4 3 |7 loo0o -7 -4] 3 |~
00 —7 =3 | 4 00 0 1 | 1
10 3 0| -2 10 3 0| -2
slor =20 1 | (0120 1 | 4
00 —70 | 7 00 1 0] —1
00 0 1] 1 00 0 1] 1
1000 1
s[ o100 =1
“loo10 | -1]
0001 1

uz koristenje sljede¢ih transformacija:
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1)

4)

5)

zamjena prvog i Cetvrtog retka (kako bismo u gornjem lijevom kutu imali
jedinicu, sto je standardni pocetak rjesavanja sustava putem elementarnih
transformacija - zelimo na kraju imati dijagonalnu formu s jedinicama na
dijagonali!)

prvi redak pomnozen redom s —1, —4 i —5 i dodan redom drugom, tre¢em i
cetvrtom retku (Zelja nam je dobiti nule na nedijagonalnim elementima prvog
stupca)

zamjena drugog i treceg stupca (kako bismo kao drugi dijagonalni element -
na presjeku drugog retka i drugog stupca - takoder imali jedinicu) - bitno je
ovdje primjetiti da su time varijable y i z zamijenile mjesta. Naime, varijabli
y sada pripada tre¢i, a varijabli z drugi stupac.

drugi redak pomnozen redom s —1, 2 i 1 i dodan redom prvom, trecem i
¢etvrtom retku (vidi napomenu uz 2))

treéi redak pomnozen s —1 i dodan ¢etvrtom retku (kako bismo dobili nulu
na jedinom preostalom nedijalgonalnom elementu cetvrtog retka i jedinicu na
dijagonalnom elementu)
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6) cetvrti redak pomnozen redom s —1 i 4 i dodan redom prvom i tre¢em retku
(vidi napomenu uz 2))

7) treéi redak podijeljen s —7 (kako bi na dijagonalnom elementu treceg retka
dobili jedinicu)

8) tre¢i redak pomnozen redom s —3 i 2 i dodan redom prvom i drugom retku
(vidi napomenu uz 2)).

Ovim postupkom dolazimo do prosirene matrice sustava koji je ekvivalentan pocetnom
i ima isto rjesenje. Medutim, rjeSenje ovog sustava mozemo jednostavno procitati
iz prosirene matrice koju smo dobili (uz napomenu da su y i z zamijenili mjesta):
r=12=—1,y=—1,t =1, pa uredena cetvorka (1,—1,—1,1) ¢ini jedinstveno
rjeSenje pocetnog sustava. Dakle, ovaj je sustav regularan, sto mozemo vidjeti i po
tome Sto smo proSirenu matricu sustava uspjeli svesti na dijagonalni oblik O

Napomena: lako se Gauss-Jordanova metoda cini teskom, ona je neusporedivo
brza od metoda koje smo upoznali u prethodnom odlomku, jer koristi mnogo manje
racunskih operacija od tith metoda. Medutim, to je tesko primijetitt na sustavima
s malim brojem jednadzbi i nepoznanica, ali se kod velikih sustava to moZe dobro
U0 it

Zadatak 6.6: Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav:

200 — Xo + x4 — 205 =

—X1 — Xo+ X3 — 2x4 + 35 =
8r1 — Txg + 223 + x4 — 425

—4x1 4+ 229 — 224 + 45 =

$1—21’2+l‘3—$4+$5 =

=N

Zadatak 6.7: Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav:

dr —y+z2z+2u = 14
2 +y — 3u

r—y+2z+u =

2r+y+z—4u = 0.

Zadatak 6.8: Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav:

—3x14+ 219 — 23+ 314 = -—11

—2rx1+x9—3x3+224 = 3
o1 —3x9+ 2203 — x4 = —2
4r1 — 209+ 923 — x4 = —33.
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U Zadatku 6.5 rjesavali smo Gauss-Jordanovom metodom regularan sustav. No,
tom se metodom mogu rjesavati i sustavi koji nisu regularni, tj. nemaju jedinstveno
rjesenje. Jedine dvije moguénosti za takve sustave su da:

a) nemaju rjesenja (nemogudi sustavi)
b) imaju neograni¢eno mnogo rjesenja (neodredeni sustavi).

Pogledajmo sto se dogada kada Gauss-Jordanovom metodom rjesavamo takve
sustave:

Primjer 6.9: Ako se prilikom rjesavanja sustava Gauss-Jordanovom metodom wu
prosirenoj matrici sustava pojave dva retka koji imaju sve elemente redom iste, osim
sto se razlikuju u slobodnom c¢lanu, dolazimo do nemoguceq sustava, tj. sustava koji
nema rjesenja. Na primger, u matrict

1520 7 | -1
012 5 | -1
2 47 -2 ] 0
012 5 | 3

se drugi i cetvrti redak razlikuju samo u slobodnom elementu. Ako oduzmemo drugi
redak od cetvrtog, dolazimo do ekvivalentne matrice

1520 7 | -1
012 5 | -1
2 47 =21 0 |’
000 0 | 4

ciji cetvrty redak daje jednadzbu O - x4 = 4, koja ocito nema rjesenja.

Zadatak 6.10: Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav:

2.%'1 — 3513'2 +x3 = —4
—I1 + T —|— 4%3 = 1
xr1 — 2%2 + 5.1‘3 = =2

Primjer 6.11: Ako se prilikom rjesavanja sustava Gauss-Jordanovom metodom
u prosirenoj matrici sustava pojave dva istovietna retka, moZemo jedan od njih
odbaciti. Na primjer, kod matrice

1 2 4 1 | -1
2 1 3 =2 | 5
—2 —4 -8 -2 | 2
1 -3 0 -3 | 4
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se prvi i treci redak podudaraju (§to se vidi ako se treéi redak podijeli s —2), pa
jedan od njih moZemo odbaciti, nastavljajuci raditi s matricom

1 2 4 1 | -1
2 1 3 -2 | 5
1 -3 0 -3 | 4

Ovakvu matricu vise ne moZemo svesti na dijagonalni oblik, ali moZemo na kvazi-
dijagonalni, koji se dobije kada se povuce dijagnala od elementa na presjeku prvog
retka i prvog stupca do posljednjeq moguceq elementa. Quvakvi sustavi imaju be-
skonacno mnogo rjesenja, tj. zovemo ih neodredenima.

Zadatak 6.12: Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav:

1+ 229+ 33+ 224 +25 = 3
—2x1 + x3+ T4 — DTH

r1 4+ 2x9 —x3+ 624 + 525 = 3
—x1 — 229 + bx3 — 1004 — 925 = —3.

I
|
N

6.4 Racun determinante 1 inverzne matrice

Elementarne matri¢ne transformacije mozemo koristiti i za nalazenje determinante
1 inverza kvadratne matrice.

Definicija: Za racunanje determinante zadane kvadratne matrice pomocu elemen-
tarnih matricnih transformacija koristimo sljedeéa pravila:

a) Ako dva stupca ili dva retka matrice zamijene mjesta, determinanta mijenja
predznak.

b) Za matricu B dobivenu mnoZenjem stupca ili retka matrice A nekim realnim
brojem k vrijedi: det B = k det A.

c) Ako nekom retku ili stupcu matrice A dodamo linearnu kombinaciju ostalih
redaka ili stupaca, determinanta se ne mijenja.

Pritom je korisno znati i sljedece:

a) Ako su svi elementi nekog stupca ili nekog retka matrice jednaki nuli, onda je
1 determinanta te matrice jednaka nuli.

b) Ako matrica ima dva stupca ili dva retka jednaka, onda je determinanta te
matrice jednaka nuli.
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c) Determinanta matrice koja ima trokutasti oblik jednaka je umnosku dijago-
nalnih elemenata.

Koristenjem transformacija determinantu najcesée racunamo tako da matricu
svodimo na tzv. trokutastu formu:

Zadatak 6.13: Koristeci gornja pravila izracunagjte determinantu matrice

1 20
A=1211
321
Rjesenje. Imamo redom:
1 20 1 2 0 1 2 0
21 1|='|0 -3 1]=-3/0 1 —3|=
321 0 —4 1 0 —4 1
12 0 1
=% 3]0 1 —3 _—3(—5)_1,
00 —3

gdje smo:

1) prvi redak mnozili s —2 i dodali drugom pa zatim s —3 i dodali tre¢em kako
bi postigli nule u prvom stupcu,

2) izlucili —3 iz drugog retka kako bi na drugom mjestu dobili 1 s kojim éemo
ponistiti —4 u tre¢em redu

3) mnozili drugi redak s 4 i dodali tre¢em.

Determinanta je na kraju imala gornjetrokutasti oblik pa je za njeno racunanje bilo
dovoljno izmnoziti elemente na dijagonali. O

Zadatak 6.14: Koristec¢i gornja pravila pokaZite da je determinanta sljedece ma-
trice jednaka nuli:

2 -1 0 1 =2
-1 -1 1 -2 3
A= 8§ =72 1 —4
-4 2 0 =2 4
1 -2 1 -1 1

Definicija: Za racunanje inverzne matrice zadane kvadratne matrice pomocu ele-
mentarnih matricnih transformacija koristimo sljedeca pravila, odnosno matricne
transformacije:
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a) zamgena dvaju redaka (stupaca)
b) mnoZenje jednog retka (stupca) realnim brojem razlicitim od nule

c) dodavanje jednog retka (stupca) pomnoZenog realnim brojem drugom retku
(stupcu)

Kad trazimo inverz matrice A, gornjim transformacijama je svodimo na jedinicnu
matricu, a istovremeno sve Sto radimo s A radimo i sa jediniénom matricom.
Konacan rezultat je inverzna matrica A=t. Simbolicki to moZemo prikazati ovako:

[AlI] ~ -~ [T]AT].

2 3

Zadatak 6.15: Za matricu A = ( 1 92

) izracunagte A=
Rjesenge.

(23110 (1 2][01Y (1 2 [0 1Y) 4
(A’[)_(12|01)N(23|10>N 0 -1 ] 1 -2)7
s(1 0 |2 =3\ 4,10/ 2 =3\ _, .
(0—1|1—2 01| -1 2 )= U4

gdje su redom primjenjene sljedece transformacije:
1) zamjena prvog i drugog retka
2) prvi redak pomnozen s —2 i dodan drugom retku
3) drugi redak pomnozen s 2 i dodan prvom retku

4) prvi redak pomnozen s —1.

Odavdje jednostavno procitamo desni dio matrice (I|A™1): to je traZena inverzna
matrica
2 =3
-1 _
A= ( 2 ) |

Zadatak 6.16: Koristeci matricne transformacija odredite inverz sljedecéih matrica:

]

1 -1 2
a) | 1 2 -1
4 4 1
~1 1 1
)| 1 0 1
1 2 -1
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Poglavlje 7

Pojam funkcije, grafa i inverzne
funkcije

7.1 Domena i graf funkcije

Neka su X 1Y dva neprazna skupa. Ako je po nekom pravilu, ozna¢imo ga sa f,
svakom elementu z iz X pridruzen to¢no jedan element y iz Y, kazemo da je na
skupu X zadana funkcija f sa vrijednostima u Y. To simbolicki oznacavamo sa
f: X —Y.

Skup X nazivamo podrucje definicije ili domena funkcije f, a skup Y podrucje
vrijednosti ili kodomena of f. Vrijednost x zovemo ponekad varijabla. Ako je ko-
domena funkcije f podskup skupa realnih brojeva R, kazemo da je f realna funkcija.

Neka je zadana funkcija f : X — Y. Podskup skupa Y,

fX) =Ayly = f(x), zeX}

zove se slika funkcije f.

Graf realne funkcije realne varijable f : X — R je skup tocaka ravnine I'y =

{(z, f(2)) =2 € X}.

Zadatak 7.1: Izracunajte f(—1), f(0), f(1), f(3) i f(5) ako je f(x) = x* — 32* +
2z — 5.

Rjesenje. Redom uvrstavamo zadane vrijednosti na mjesto varijable x u pravilu pa
imamo:

f(=1)= (=12 -3(-1)*+2(-1)-5=-1-3-2-5=—11
f(0)=0"-3-0242-0—-5=-5
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f(1)=13-3-1242.1-5=1-3+2—5=—5.

0
Zadatak 7.2: Neka je f(x) = 22 + 3. Odredite:

a) f(=2),f(1) i f(3)

b) f(a?)

c) f*(a)

d) f(1) = f(=1) i f(a®+1) = fAa+1).
Rjesenge.

b) f(a?) = 2a® +3

¢) f2(a) = (2a + 3)2.

0

Zadatak 7.3: Odredite f(0), f(—1) i 55 f(L) ako je f(z) = -

1422

Funkcije oblika f(x) = ax + b nazivamo linearne funkcije. Njihov je graf pravac
y =axr + b.

Zadatak 7.4: Odredite linearnu funkciju f(z) = ax +0b i nacrtajte njen graf ako je
a) f(=2) =10 f(1) = =5
b) f(=3)=31i f(b) =0.

Rjesenge.
a) f(=2)=10 = a(-2)+b=10, f(1)=5 = a+b=5

Dakle, rjesavamo sustav —2a + b = 10, a + b = 5 sto daje a = —g, b= 2 pa

3
je trazena funkcija f(z) = —2z 4+ % (vidi Sliku 7.1).
O
Zadatak 7.5: Odredite kvadratnu funkciju f(z) = ax® + bx? + cx + d ako je:
@) f(=1) = =1, f(3) = =3 i f(6) =12

b) f(=v2) = —4,f(2) = =51 f(2v2) = -T.
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Slika 7.1: Rjesenje zadatka 7.4. a)

Zadatak 7.6: Neka je dano pridruzivanje:

2z, z€0,1]

3z, x€ll,
Da li je [ funkcija?

Rjesenje. Dano pridruzivanje nije funkcija jer po pravilu za interval [0, 1] imamo
f(1) = 2 a po pravilu za interval [1, 2] slijedi da je f(1) = 3 §to znaci da su broju 1
pridruzene dvije razli¢ite vrijednosti. O]

Zadatak 7.7: Izracunajte f(x + 1) ako je f(x — 1) = 2.

Rjesenje. Problem je $to umjesto f(x) imamo zadano f(z — 1). Zato radimo sup-
stitucijut =2 —1 = x =t + 1 pa dobivamo f(t) = (t + 1)? iz ¢ega slijedi da je
flx+1)=(z+1+1)*=(z+2)~ O

7.2 Injektivnost, surjektivnost i bijektivnost

Funkcije mogu imati razli¢ita svojstva. Za funkciju f : X — Y kazemo da je
injekcija ako za bilo koja dva elementa 1,z € X iz 1 # x9 slijedi f(x1) # f(x9)
ili, ekvivalentno tome, ako iz f(z1) = f(x2) slijedi z; = x9. Ako je f(X) =Y, tj.
ako za svako y € Y postoji x € X tako da je f(z) =y, kazemo da je f surjekcija.
Za funkciju koja je istovremeno i surjekcija i injekcija, kazemo da je bijekcija.

Zadatak 7.8: Provjerite injektivnost slijedecih funkcija f: R — R :
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a) f(z) =3

b) fla) =2z +1

¢) f(z) =322 +1

d) f(x) =2’
Rjesenge.

a) Ova funkcija ocito nije injektivna jer je f(x) = 3 za svako x pa mozemo npr.
uzeti 1 =1, x5 = 2 iimamo f(z1) = f(x2) iako je 1 # 2.

b) Koristit ¢emo drugi kriterij injektivnosti da pokazemo da je ova linearna funk-
cija injektivna. Zelimo da iz f(x1) = f(x2) slijedi x; = x5. Imamo

f(ml):f(xQ) =201 +1=204+1 = 22 =219 = 21 =29
pa je to injektivna funkcija. Opcéenito vrijedi da su linearne funkcije injektivne.

c) Kako je (—x)? = 22 lako ¢emo naéi primjer koji pokazuje da kvadratna funk-
cija f(xr) = 3z® + 1 nije injektivha. Uzmemo z; = 1 i 3 = —1 pa imamo
f(1) =3-124+1=41isdruge strane f(—1) =3-(—=1)?+1=4. Jerje 1 # —1
pokazali smo da funkcija nije injektivna.

0

Injektivnost funkcije se ponekad moze postiéi ograni¢enjem (restrikcijom) do-
mene.

Zadatak 7.9: Ogranicite domenu slijedeci funkcija f : R — R tako da one pos-
tanu injektivne:

a) f(z) = a?

b) f(z) = |z +1]

c) f(xz) =sinz.
Rjesenje.

a) Ovdje mozemo uzeti npr. samo pozitive z-eve odnosno domenu sa R restrin-
giratina Ry = {2 >0 |z € R }. Sada imamo:

f@) = f(z2) = 2l =23 = |z1| = |22] = 21 =12

jer su x1 1 mo pozitivni pa || = 21 1 |xa| = 9.
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Zadatak 7.10: Neka je f(x) = z* + 1. Odredite Y tako da f : R — Y bude
surjekcija.

Rjesenje. Ako je f: R — Y surjekcija onda za svako y € Y mora postojati z € R
takav da je f(r) = y. To znaci da je y = 2% + 1. Jer je 2 > 0 za svako v € R

slijedi da je y = 22 + 1 > 1. Prema tome, ako definiramo Y = [1,+0c) imamo
surjektivnost jer u tom slucaju za dani y odgovarajuéi x ima oblik \/y — 1. O]

Surjektivnost i injektivnost se lako mogu vidjeti iz grafa funkcije:

1) injektivnost: povla¢imo pravce paralelene s z-osi, tj. pravce oblika y = b. Ako
graf funkcije presijecemo s nekim takvim pravcem u vise od jedne tocke to
znac¢i da funkcija nije injektivna. Naime, te tocke presjeka imaju koordinate
(x1,0) i (22,b) gdje je x1 # x9. Jer leze na grafu slijedi da je f(z1) = f(z2) = b
(vidi Sliku 7.2).

“&f"\.

g - ‘,;74"7'—"\:\77!\“

|
|
i ] b
Xy X5 X3 X

Slika 7.2: Graficka provjera injektivnosti

2) surjektivnost: ponovno povlacimo pravce paralelne s z-osi tj, one oblika y = b
za neko b. Ako nademo b takav da je b u kodomeni Y zadane funkcije f, ali
pravac y = b ne sijece graf te funkcije, to znaci da dana funkcija f: X — Y
nije surjektivna. Naime, za taj b € Y nema odgovarajuceg r € X takvog da
f(z) = b jer bi inace pravac y = b sijekao graf u tocki (x, f(x)) = (z,b). (vidi
Sliku 7.3).

Zadatak 7.11: Provjerite graficki injektivnost i surjektivnost slijedecih funkcija
f:R—R:

a) f(z)=2*+3
b) f(x) = [z +1]
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Slika 7.3: Graficka provjera surjektivnosti

¢) f(z) =2 +3.
Rjesenge.

a) Gledamo da li mozemo nadi pravac oblika y = b koji bi sjekao nas graf u
barem dvije tocke, uzmemo npr. y = 5 i vidimo da funkcija nije injektivna
(vidi Sliku 7.4). Sada trazimo y = b takav da ne sijece graf niti u jednoj tocki,
to je npr y = 1 pa f nije ni surjektivna (vidi Sliku 7.5).

O

7.3 Kompozicija funkcija i inverzna funkcija

Neka su zadane dvije funkcije, f : X — Y ig: Y, — Zuzuvjet Y C Y;. Funkcija
koja svakom elementu = € X pridruzuje element g(f(x)) € Z zove se kompozicija
funkcija f i g i oznacava sa g o f. Dakle, po definiciji je

(g0 f)(x) = g(f(x)).

Neka je sada f : X — Y bijekcija. Onda za svaki element y € f(x) postoji jedins-
tveni x € X takav da je y = f(x). To nam omoguéuje da definiramo novu funkciju,
1 Funkcija f~1: f(X) — X koja svakom elementu y € f(X) pridruzuje x € X
sa svojstvom da f(x) = y zove se inverzna funkcija polazne funkcije f. Primijetimo
da vrijedi:

(o) ="fl) =2 i (fof)=fU"W)=y
pa je
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Slika 7.4: Rjesenje Zadatka 7.11 a) - graficki dokaz neinjektivnosti

Zadatak 7.12: Neka je f(x) = 2® — z. Odredite:
W fof
) (fo(f o f))"

Zadatak 7.13:

a) Neka je f(x) = x+2, g(x) =3 —2% Da li vrijedi fog = go f? Za koje
v € R vrijedi (f 0 g)(z) = (g 0 f)(z)?

b) Nekaje f(x) =x+2, g(x) =1— /2 i h(z) = 22+ 3. Provjerite: ho(go f) =
(hog)of.

Navedena tvrdnja, ho (go f) = (hog) o f, vrijedi za sve funkcije f, g i h

za koje su te kompozicije dobro definirane, tj. operacija kompozicije ima svojstvo
asocijativnosti.

Zadatak 7.14: Za funkciju f(x) izracunagte inverznu funkciju ako je

(z)
b) f(x) =log3
¢c) flz)=v1—-a3
d) f(z)=(5+3%)
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Slika 7.5: Rjesenje Zadatka 7.11 a) - graficki dokaz nesurjektivnosti

—

Rjesenge.

a) Prvo trebamo odrediti podruéje na kojem je zadana funkcija bijektivna. Imamo
22 — 1 > —1 pa ¢emo kodomenu ograniciti na [—1,+00). Ako domenu
ograni¢imo na r > 0 imamo i injektivnost: =% — 1 = 23 —1 = 2? =
T3 = 1 = x9 jer |z| = x ako x > 0. Stoga promatramo
f :]0,400) — [—1,400) i tu se inverz dobiva na slijedeéi nacin: stavimo

y=2>-1 = y+1=2> = o=y—1paje [y) =+y— 1 Toje,
zbog ogranicenja kodomene na [—1, +00] dobro definirano (vidi sliku).

b) Domena ove funkcije je > 0 zbog svojstava logaritma. Iz istih razloga

je kodomena citav R. Injektivnost imamo na Citavoj domeni jer log %+ =

log 2 = 1083 = 1083 = 9 =% = @ = 7. Znali, imat ¢emo
f7': R — (0,+00) i nalazimo je na sljedeéi nacin: y = log% = 10 =
1082 = 10Y = 2 pa 2-10Y = z i konacno f~'(y) =2-10Y.

O

Graf inverzne funkcije dobijemo tako da preslikmo graf pocetne funkcije oko
pravca y = x.

Zadatak 7.15: Nacrtajte graf inverzne funkcije ako je pocetna funkcija zadana s:

a) f(z) =2

b) f(z)=—x+1

c) flx)=2—1
Rjesenge.
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=
X

Slika 7.6: Rjesenje Zadatka 7.15 a)

a) Funkcija f(z) = 22 bijektivna je ako joj npr. ograni¢imo domenu na z > 0 a
kodomenu na y > 0. Tu je inverz dan sa f~'(y) = \/y (vidi Sliku 7.6).

b) Linearne funkcije su sve bijektivne pa mozemo odmah traziti inverz:
y=—-1r+1 = y—1=—-2 =2 =—y+11idobivamo f~}(y) = —y + 1.
Zakljucujemo da je graf inverzne funkcije istovjetan grafu pocetne funkcije
(vidi Sliku 7.7).

-

/ \Q_—-K#"‘.

Slika 7.7: Rjesenje Zadatka 7.15 b)
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7.4 Parnost i neparnost

Funkciju f(z) definiranu u simetri¢cnom podruc¢ju — < z <[ (ovdje [ € RU £00)
nazivamo parnom ako je f(—z) = f(x) i neparnom ako je f(—z) = —f(x) za svako
x iz domene od f.

Zadatak 7.16: Odredite parnost ili neparnost slijedecih funkcija:

a) f(x) =

b) f(x) = sin(cos z)

¢) fle)=V1+ax+a2—V1—x+a?
d) f(x) =log 1%

e) f(x)= (1_@%
f) f(x) =log(x + V14 z2?).
Rjesenge.

a) Jednostavno uvrstavamo —x umjesto x i imamo:

sto pokazuje da je funkcija parna.

b) f(—z) = sin(cos(—z)) = sin(cosx) = f(x)

i vidimo da je f parna funkcija jer je cos paran.

=1+ (—2)+ (—2)?—/1— (—2)+ (2> =VI—-z+22—V1+z+a2 =

—(—V1—z+22+V1+a+a?) =—f(z)
pa je f neparna funkcija.
O

Parnost ili nepranost se moze iscitati i iz grafa funkcije: graf parne funkcije je
simetrican s obzirom na os ¥y, a graf neparne dobijemo tako da nacrtamo funkciju
na podrucju x > 0, preslikamo dobiveno prvo oko osi y pa onda oko osi z.

Zadatak 7.17: Odredite pomocu grafa parnost ili neparnost slijedecih funkcija:
a) flz)=2*+1
b) f(x) =
c) f(x)=sinx
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Iéfr / 9 XE+4
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Slika 7.8: Graf funkcije f(z) = 2% + 1 - primjer parne funkcije

Rjesenge.

a) Graf je ocito simetri¢an s obzirom na os y (vidi Sliku 7.8) pa zaklju¢ujemo da
je funkcija parna.

b) Iz grafa funkcije je jasno da dio grafa za x < 0 mozemo dobiti tako da graf za
x > 0 preslikamo oko osi y pa zatim oko osi z. Stoga je to neparna funkcija
(vidi Sliku 7.9).

E/I\ -

[ 5
M
X

Slika 7.9: Graf funkcije f(x) = % - primjer neparne funkcije

79



Matematika 1 Poglavlje 7

80



Poglavlje 8

Elementarne funkcije. Funkcije
vazne u primjenama

Zadatak 8.1: Napisite po jedan primjer za rastucu i padajucu linearnu funkciju.

Zadatak 8.2: Nadite linearnu funkciju ¢iji graf prolazi tockama (0,1) i (1,—1).
Je li ta funkcija rastuéa ili padajuca? Napisite jos tri tocke kojima prolazi graf te
funkcige.

Rjesenje. Znamo da svaka linearna funkcija ima oblik f(z) = az + b, gdje su a i
b parametri (a je koeficijent smjera, a b odsjecak na osi y). Pripadna veza izmedu
x 1 y koordinate glasi stoga y = ax + 0. Uvrstavanjem zadanih tocaka dobivamo
sljedeci sustav od dvije jednadzbe u nepoznanicama a i b:

b = 1
a+b = —1,

rjeSavanjem kojeg odmah dobivamo da je a = —2, b = 1, pa trazena linearna
funkcija glasi f(z) = —2x + 1. Kako je koeficijent smjera negativan, funkcija je
padajuca.

Da bismo napisali jos tri tocke kojima prolazi graf te funkcije, dovoljno je u
y = —2x + 1 uvrstiti neke tri vrijednosti za x (recimo z = 2, x = 3 iz = 4) i
izracunati odgovarajuéi y). O

Zadatak 8.3: Je li funkcija iz prethodnog zadatka bijekcija? Ako jest, nadite i
nacrtajte grafove funkcija f i f~1.

Rjesenje. Da bismo dokazali da je funkcija f(x) = —2x+1 bijekcija, treba pokazati
da je injekcija i surjekcija:

(i) f je injekcija: mora vrijediti da za sve z; i x9 takve da je f(x;) = f(x2)
nuzno slijedi da je i 1 = z5. Ra¢unamo:
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—2r1+1=-2x+1= —2x1 = —229 = 11 = 22
i funkcija je oc¢ito injekcija.
(ii) f je surjekcija: mora vrijediti da za svaki yo € R postoji xy € R takav da je
f(zo) = o, Sto znaci —2z9+ 1 = yo. No, odavdje mozemo lako izracunati z:

1 1
—2$0+1:y0:—21’0:y0—1$1'0:—§y0+§.
Dakle, trazeni zq je x¢ = —%yo + % Da je to dobar z( gotovo je ocito, ali ipak
provjeravamo da je f(zg) = yo :
1 1
f (o) :—2$0+12—2(—§y0+§)+1=y0—1+1=yo7

Sto je i treablo dobiti. Ovu operaciju mozemo obaviti za sve yy € R, pa je f
ocito surjekcija.

Dakle (jer je i injektivna i surjektivna) f je bijekcija, pa ima inverznu funkciju

o

1 1

fx)=-2z2+1=2==2f2)+1=2f(2)=—2+1= f'(z)= —5% + 3
Jos treba nacrtati grafove funkcija f i f !, §to nije tesko buduéi da su oni pravei.
Koristimo pri crtanju informacije kao Sto su odsjecak na osi y i koeficijent smjera.
Primijetite da se graf funkcije f~! dobiva zrcaljenjem grafa funkcije f obzirom na

simetrali I i IIT kvadranta - pravac y = x:

]

Zadatak 8.4: Nadite kvadratnu funkciju ¢iji graf prolazi tockama (0,1), (1,1) 4
(—=1,3). Izracunagte koordinate tocke tjemena. Je li to tjeme u ovom slucaju tocka
lokalnog minimuma ili maksimuma? Nadite intervale rasta i pada ove funkcije, te
napisite jos tri tocke kojima prolazi graf te funkcije.

Rjesenge. Slicno kao kod linearne funkcije, treba odrediti parametre koji definiraju
kvadratnu funkciju. Kako se radi o funkciji f(z) = ax?® + bz + ¢, vidimo da treba
odrediti tri parametra, pa je za ocekivati da ¢e biti potrebno zadati i tri tocke kroz
koje graf funkcije mora prolaziti. Uvrstavanjem vrijednosti koordinata te tri tocke
u y = ax? + bz + ¢ dobivamo sustav

c =1
a+b+c =
a—b+c = 3,
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= )

Slika 8.1: Graf unkcije f(z) = 2% - primjer neparne funkcije

¢ije rjesenje glasi: a = 1, b = —1, ¢ = 1. Dakle, kvadratna funkcija koju smo trazili
je f(x) =2 -z + 1.

Kako je koeficijent a pozitivan, graf ove kvadratne funkcije ¢e biti kokavna para-
bola (”okrenuta prema gore”), pa ¢e tocka tjemena biti tocka lokalnog minimuma.
Racunamo je prema formuli

(_237 _42)7
a a

gdje je D = b*—4ac (tzv. ”diskriminanta”). Uvr§tavanjem dobivenih vrijednosti
za a, bicizlazi da je T' = (%, %) - to je dakle tocka tjemena, ali ujedno i lokalnog
minimuma.

U skladu lako se vidi (iz koveksnog oblika grafa i poznavanja tocke tjemena) da
funkcija pada na intervalu < —oo,% >, a raste na intervalu < %, o0 >.

Da nademo jos tri tocke kojima prolazi graf ove funkcije dovoljno je izabrati tri
vrijednosti za z i uvrstiti ih u y = 22 — 2 + 1 da dobijemo odgovarajuce vrijednosti
za . O

Zadatak 8.5: Provjerite koristenjem garfa funkcije f iz prethodnog zadatka je li f
bijekcija ako zadamo da su domena i kodomena ¢itav skup realnih brojeva? Ako nije,
kako treba ograniciti kodomenu da ona postane surjekcija? Kako treba ograniciti
domenu da ona postane injekcija?

Rjesenje. Funkcija nije bijekcija, u Sto se mozemo lako uvjeriti ako nacrtamo njen
graf:
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i i
a1 -

Yo --,-_,1_;"’”'- jﬁ;?l"i"-;»":t,

Slika 8.2: Graf unkcije f(z) = 2 - primjer neparne funkcije

Naime, funkcija ¢e biti bijekcija ako za svaki yy iz kodomene (svaki yg € R, tj.
s y—osi) mozemo nadi to€no jedan xj iz domene (tocno jedan xy € R, tj. s z—osi)
takav da je f(xo) = yo. To provjeravamo tako da povlacimo kroz y, pravac okomit
na y—os, trazimo sjeciste s grafom funkcije f i iz tocke sjecista povlacimo pravac
okomit na x—os - na mjestu gdje taj pravac sijece z—os bi trebao biti trazeni xg.
Dok je kod linearne funkcije takav postupak moguce provesti za svaki izbor yg s
y—osi, lako vidimo da ovdje postoje sljedec¢i problemi:

(i) f nije surjektivna: za sve y, < % (dakle, sve yo koji se nalaze "ispod”
tocke na y— osi koja predstavlja y—koordinatu tocke tjemena T') nije moguce
provesti gore opisani postupak, jer pravac kroz takav 1y, okomit na y—os uopce
nece sije¢i graf funkcije f

(ii) f nije injektivna: za svaki yo > 3 (dakle, sve yo koji se nalaze "iznad” totke
na y— osi koja predstavlja y—koordinatu tocke tjemena 7T') pravac kroz yg
okomit na y—os sijece graf funkcije f, ali ne u tocno jednoj tocki, ve¢ uvijek
u dvije tocke, sto se kosi s defincijom injektivnosti.

Dakle, f nije bijekcija (kao, uostalom, niti jedna druga kvadratna funkcija).
Medutim, moguce je ograniciti domenu i kodomenu da ona postane bijekcija:

(i) ogranicenje kodomene - postizanje surjektivnosti: treba uzeti da je
kodomena jednaka intervalu [%, oo > jer ¢emo tada imati surjektivnost - ona
zahtijeva da za svaki y, postoji zo takav da je f(zg) = v, dakle barem
jedan takav zy - a to ¢e u slucaju ovakvog izbora kodomene sigurno biti
ispunjeno
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(ii) ogranicenje domene - postizanje injektivnosti: mozemo uzeti da je ko-
domena jednaka intervalu < —oo, %] ili [%, oo >. Naime, injektivnost zahtijeva
da za svaki yg iz kodomene postoji najvise jedan z, takav da je f(zg) = yo. S
obzirom da parabola ima dva kraka, lijevi i desni, moramo se odluciti za samo
jedan od njih - tocka tjemena (tocnije, njena x—koordinata) govori kako mo-
ramo " podijeliti” domenu da ona definira injektivnu funkciju - ako se odluc¢imo
za interval < —oo, %] odabrali smo lijevi krak parabole, a uz [%, oo > odlucili
smo se za desni krak. Oba izbora su dobra, pa se ovdje mozemo odluciti za

npr. desni krak, tj. definirati da je domena dana s [%, o0 >.

Dakle, mozemo za f(z) = 2* — x + 1 definirati f : [3,00 >— [3,00 > - tako

definirana funkcija f bit ¢e bijekcija. ]
Zadatak 8.6: Pokazite racunski da funkcija iz prethodnog zadatka nije bijekcija.
Rjesenge. Pokazujemo da f(z) = 22 — x + 1 nije bijekcija:

(i) f nije injekcija: Treba pokazati da iz f(x1) = f(x2) ne slijedi nuzno da je

Tr1 = To.

v -+ 1l=a25 a2 +1
] — 25— a1 +29=0
(1 — xo)(x1 +22) — (11 —22) =0
(1 — x2)(x1 + 22 — 1) = 0.
Vidimo da o¢ito postoje dvije mogucénosti:
(1) 21 —29=0= 21 = 29
(2) 1+ 20—1=0= 27 = —x9 + 1,

pa ne slijedi nuzno da je x; = x5. Dakle, f nije injekcija.

(ii) f nije surjekcija: Treba vidjeti da za sve yy € R ne postoji o € R takav da
je f(zo) = yo:

w5 — w0+ 1=y

T —x0+1—yy =0,

Sto mozemo shvatiti kao jednadzbu po zy. Ta ¢e jednadzba imati realna
rjesenja (a takve o trazimo) ako je diskriminanta D nenegativna:

D=0t —4dac=1—4-(1—yy) =4y, —3>0,
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dakle ako je yg > %. Ocito dakle samo za takve yy € R postoje zy takvi da
je f(zo) = yo (njih dobivamo rjesavanjem gornje kvadratne jednadzbe po ).
Medutim, za y < % takvi o ne postoje, jer gornja kvadratna jednadzba uopce
nema realnih rjesenja. Dakle, ako za kodomenu uzmemo citav skup realnih
brojeva, f nije surjektivna.

]

Zadatak 8.7: Odredite intervale rasta i pada, tocku tjemena, te tocke presjeka s
x—osi (realne nultocke) za sljedece kvadratne funkcije:

a) f(z)=—-22—-2+6
b) g(x) =2*+3x—3
c) h(z) = 2% — 2z + 4.
Rjesenje. Tocku tjemena funkcije f(x) = ax® + bz + ¢ trazimo prema formuli

b D
T— (-2 _Z
( 2a’ 4a)’
gdje je D = —b? + 4ac. Pri tom vrijedi:

i) ako je D > 0 funkcija ima dvije realne nultocke dane s

b+ VD

T12 =
2a

i graf funkcije u dvije tocke sijece x—os

ii) ako je D = 0 funkcija ima dvostruku realnu nultocku danu s

—b

nERe 2a

i graf funkcije u jednoj tocki sijece (tocnije, dodiruje) x—os - ta tocka je ujedno
i tocka tjemena grafa

iii) ako je D < 0 funkcija nema realnih nulto¢aka (obje nultocke su kompleksni
brojevi) - graf funkcije ne sijece x—os. Ove kompleksne nultocke su dane
istom formulom kao realne nultocke pod i) (samo je sada D < 0 pa su z i 2
kompleksni).

Intervale rasta i pada dobijemo tako da x—koordinata tocke tjemena (zo, =
—2L) dijeli domenu (¢itav skup realnih brojeva) na dva intervala: < —oco,zg > i
< x9,00 > - jedan od ta dva intervala je interval rasta, a drugi pada, ovisno o tome
jelia>0ilia<0:
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i) ako je a > 0 graf je ”"okrenut prema gore” (konveksan), tjeme predstavlja
tocku lokalnog minimuma i u skladu s tim < —o0,zg > je interval pada, a
< xo,00 > je interval rasta

ii) ako je a < 0 graf je ”"okrenut prema dolje” (konkavan), tjeme predstavlja
tocku lokalnog maksimuma i u skladu s tim < —oo,xg > je interval rasta, a
< xp,00 > je interval pada.

Pokusajte sami prema ovim pravilima rijeSiti zadatak. O]

Zadatak 8.8: Nacrtajte u istom koordinatnom sustavu grafove funkcija f(z) = x*

i g(z) = (v —1)3+ 2. Jesu li te funkcije bijekcije? Napisite f~1 i g=! ako jesu.

Rjesenje. Graf funkcije f je kubna parabola koja raste na cijeloj domeni, sije¢e z-os
uz=0,a (0,0) je ujedno i tocka infleksije:

e

Slika 8.3: Graf unkcije f(z) = 2® - primjer neparne funkcije

Iz grafa funkcije f vidimo da je ona bijekcija, jer za svaki yy € R postoji je-
dinstveni zy € R takav da je f(zo) = yo.

Da nademo inverz funkcije f u izrazu y = 2 radimo formalnu zamjenu varijabli
x 1y irac¢unamo eksplicitno y:

=y’ =y=r,

paje f~! = V.
Graf funkcije g(x) = (z — 1) + 2 dobiva se iz grafa funkcije f translacijom: —1
oznacava da graf funkcije f(x) = 3 translatiramo udesno duz x—osi za 1 - time
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dolazimo do grafa pomo¢ne funkcije h(z) = (x — 1)3, dok +2 oznacava da graf
funkcije h(x) = (x — 1)? translatiramo za 2 prema gore duz y—osi - time dolazimo
do grafa funkcije g:

] 1'[1:"5;"&.

Slika 8.4: Graf unkcije f(z) = 3 - primjer neparne funkcije

Jasno je da je i ova funkcija bijekcija, jer je njen graf jednak grafu funkcije f,
uz odredeni translatorni pomak. Ra¢unamo g~ !:

r=@y-1P24+2=@w-1P=0-2=2y-1=(r-2)=y=(z—-2)+1,
odakle izlazi da je g71(x) = /(v — 2) + 1. O

Zadatak 8.9: Napisite primjer jedne rastuce 1 jedne padajuce eksponencijalne funk-
cije.

Zadatak 8.10: Nacrtajte graf funkcije f(x) = 3%, pokazite na svojstvima grafa da
je byjekcija i nacrtagte na istoj slici inverznu funkciju te funkcije. Kako se zove ta
inverzna funkcija?

Zadatak 8.11: Rijesite jednadzbe:
a) 2* =8
b) log,z =3

¢) 47 —3.27 4+ 2.
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Rjesenge. i) Rjesavamo zadatak djelovanjem inverznom funkcijom funkcije f(z) =
2% tj. funkcijom logaritmiranja po bazi 2 i koristimo svojstvo log, a* = x:

r = log, 8 = log, 2°
xr=3.

ii) Kao u prethodnom zadatku, djelujemo inverznom funkcijom funkcije f(z) =
log, x, tj. eksponencijalnom funkcijom s bazom 2 i koristimo svojstvo log, a* =

T
log, x = 3/2~

r =23

T =8.

iii) Prepoznajemo da je 4” = (2%)?, pa uz supstituciju 2% = ¢ imamo
2 — 3t + 2,
¢ija su rjeSsenja dana s t; = 1, to = 2. Stoga imamo dva rjesenja:
2 =1/logy = x =logy,1 =0
2¥ =2/log, = = =log, 2 = 1.
[

Zadatak 8.12: Pokazite da funkcija f : R — [=1,1] dana s f(z) = sin (z + %) nije
mjekcija.
Rjesenge. Graf funkcije f dobivamo pomakom grafa funkcije g(z) = sinz za 7
ulijevo duz x—osi:

Ocito je da ta funkcija nije injekcija, jer za svaki yo € [—1, 1] postoji beskona¢no
mnogo razli¢itih xy takvih da je f(xg) = yo - naime, pravac kroz y, okomit na y—os
sijece graf funkcije f u beskonacno mnogo tocaka. n

Zadatak 8.13: PokazZite graficki da jednadzba cosx = x ima samo jedno realno
rjesenge.

Rjesenje. Ovu ¢emo jednadzbu rijesiti tako da nacrtamo grafove dvije funkcije
f(z) = cosz i g(x) = x - jednadzba f(zr) = g(z) (tj. upravo cosz = z) ima
geometrijskog znacenje presjeka krivulja y = f(z) i y = g(z) - broj tocaka presjeka
tih krivulja odgovara broju realnih rjesenja zadane jednadzbe. Nacrtajmo na istoj]
slici grafove tih funkcija:

Vidimo da postoji samo jedna tocka presjeka tih krivulja, pa i jednadzba ima
samo jedno rjesenje. O]
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Slika 8.5: Graf unkcije f(z) = 2 - primjer neparne funkcije

Slika 8.6: Graf unkcije f(z) = 2z* - primjer neparne funkcije
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Pojam derivacije, geometrijsko i
fizikalno znacenje. Svojstva
derivacija. Derivacije
elementarnih funkcija

9.1 Limesi

Limes funkcije f(z) kada x tezi nekoj tocki a (ovdje a moze oznacavati i +o0)
mozemo intuitivno shvatiti kao vrijednost kojoj funkcija f tezi kada x ide u a.
Oznacavamo ga sa lim,_,, f(z) i on moze, ali i ne mora postojati.

Zadatak 9.1: Odredite sljedece limese:
(a) lim, o x%ﬂ
(b) lim, 0 srars
(c) lim,_5(sinx)

Rjesenje. (a) Ako z ide u oo, onda x? + 1 ide takoder u oo pa imamo

: 1 1
lim T="—=0

z—oo 12 + 1 00

(b) Funkcija f(z) = m je dobro definirana u nuli pa samo uvrstimo x = 0 i

dobivamo
2 2

=0zt +62+2 04+0+2
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(c) Analogno kao i gore:

lim(sinz) = sin 2

T—2
]
Vrijedi sljedece: ako postoje limesi lim,_,, fi(z) i lim,_,, fo(x), onda
1) lim, o (f1(z) + fo(x)) = lim, ., f1(z) + lim,_, fo(2),
2) hmx—)a fl (Qf)fg(l’) = hmx—)a fl (ZL’) : hmx—)a fQ(x)a
3) lim, o 2483 = fe=e B ako  limy, s, fo(z) # 0.
Zadatak 9.2: Nadite sljedece limese koristec¢i gornja svojstva limesa:
(a) lim,_yy =2 - (2% 4 Tz — 3)
(b) lim,_3(e* + 2v/3x)
(¢) lim, g %
Rjesenje.  (a) Imamo:
—1 -1
limL~(x2+7x—3)zlimx lim (2 + 7r — 3) =
r—1 2 rx—1 x—1
lim -(lim(z®) + lim (72 —3))==--(144)=0-5=0
r—1 2 r—1 rx—1 2
(¢) Imamo:
21 + 6 lim,_o(2z + 6)
1m == R _=
e=0x3 + x4+ 1 limgo(x3+x+ 1)
_ 046 _6_,
S 0+04+1 1
O

Ako trazimo limes kvocijenta dvaju polinoma u x kada xr — oo, preporucljivo
je oba ¢lana kvocijenta prethodno podijeliti sa ™ gdje je n najve¢a potencija tih

polinoma. analogno postupamo i u mnogim slucajevima razlomaka sa iracionalnim
izrazima.

Ako su, nadalje, P(x) i Q(z) polinomi i P(a) # 0 ili Q(a) # 0, limes
. P(z)

T—a (:L‘)

dobivamo direktno. U slucaju da P(a) = Q(a) = 0, razlomak ggg dijelimo sa

(x — a) onoliko puta dok ne dodemo u situaciju gdje mozemo racunati direktno.
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Zadatak 9.3: Izracunajte:

((Z) hma:—)oo 2x5+i§i—g3x+1 (6) hmz—)oo 3$\2/;427$1—4
- 2245 ; v
(b) hmx_mo ?>xw+—§/5 (f) hmx—)oo H—Wf
(C) lim x3—3x42 ( li 2’ —(at+l)z+a
T—2 244z 13 .g) 1My_sq 3 —a3
. 3 2 _ .
(d) limp 55 (h) limg 775 = 5
Rjesenje. (a) Dijelimo s najveéom potencijom od z i brojnik i nazivnik, a to je
ocito x°:
. 24628 +3r+1 . 245+ 5 +% 2
lim = lim 6 = =2

jer faktori oblika % gdje je a neka konstanta a n prirodan broj ocito idu u
nulu ako z ide u oo.

(c) Oba polinoma (i onaj u brojniku i onaj u nazivniku) poprimaju konkretnu
vrijednost za r = 2. Kako vrijednost nazivnika nije nula, limes dobivamo

direktno:
?—3r+2 2°-3.24+2 4

li = = —
ezt —dr+3 20 —4.2+43 11
(e) Ovdje su za x = 1 1 brojnik i nazivnik nula. Dijelimo, dakle, oiba polinoma
sa x — 1 1 dobivamo:
. B+t +ar—3 . (x—=1)(2*+ 22+ 3)
lim = lim
a1 23 — 322+ 40— 2 2—1 (x—1)(22 — 22 + 2)
o o2+ 20+3 14243
= llm = =
=132 —204+2 1 —2+2

]

Limese koji sadrze iracionalne izraze mozemo ¢esto dovesti u racionalni oblik
uvodenjem nove varijable. Drugi nacin rjeSavanja takvih limesa je prebacivanje
iracionalnosti iz brojnika u nazivnik ili obrnuto.

1. Izracunajte:

(a) lim, ﬁ\% (e) lim, oo (Vo + 1 — /1)

2 93z .

(b) lim,,, Y224 (£) limyso0(V/2(z + a) — 2)
(¢) lim,_o 3—”_39”; Vita (g) limy oo z(V2?2 + 1 — x)
(d) limy, o Y2z (h) limg_ee(z + /1 — 27)
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Rjesenje. (a) Koristimo jednakost 1 —x = (1 — ¢/7)(1 + ¢/x + V/22) za raciona-
lizaciju:

(1—2) (1+ ¢z + Va?)

lim —— = lim = lim

(1—2)(1 4 7 + V2?)

a1 1 — Jx x—>1(1—€ﬁ)(1+\?/5+3/ﬁ) z—1 1—2
:hrq(1+€/5+€/ﬁ)=3
T—

(f) Opet racionaliziramo:

) ) (Vz(x +a) + x)
lim z(x +a) —z) = lim z(x +a) —x =
S (Ve 50) =) = Jim (/) — ) T
— fim r(x +a) — 2? ~ lim ax

e=oo \Jx(r+a)+x oo Jr(r+a)+x

Tu je najvec¢a potencija u brojniku i nazivniku = pa dijelimo s tim:

i ax i a a
11m = 11m —-—-——- = —
e= Jr(r+a)+x w1+ 241 2

Za racunanje limesa korisne su sljedec¢e formule:

sin x

(i) lim, o 52e =1,

(ii) limyooe (1+21)" =¢, lim, (1 +2)7 =e.

Neka je f(x) pozitivna funkcija u nekoj okolini tocke a (a # ). Pri odredivanju
limesa oblika

lim (f (2))*™ = C,

T—a

vrijedi sljedece:
1) ako egzistiraju konacni limesi

lim f(z) =A>0 i limg(z) = B

Tr—a Tr—a
gdjeje 0 < A< 4+00i —00 < B < +00 tada je C = AP,

2) ako je lim,,, f(x) = A # 11 lim,_,, g(z) = +o0o0 onda C pronalazimo nepo-
sredno,

3) ako je lim,,, f(z) = 11 lim,,, g(z) = 00, onda stavljamo f(z) = 1+ a(x)
gdje a(x) — 0 kada  — a i prema tome

C — Jim (1 n a(g;))ﬁ a(z)g(z) _ elimz*)a a(z)g(z) _ elimzﬁa(f(a:)—l)g(:r:)'

r—a
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Koristeci gornja pravila lako dobivamo da je opéenito

lim (1 + E) = ¢
T—+00 x

Zadatak 9.4: Izracunajte:

. ; . 2
(a) lim, o 3232 (¢) tim, . 352
(b) lim,_,, tane=sinz (f) limy o 25022
(¢) lim, 5 15262 (g) limgp 20
T _arccos —=
(d) lim, o 1=YE2 () lim, o ~—— V=

sinx __ 1.
nz o .

Rjesenje. (a) Koristimo lim, o

sin 5z Hy snsz 5 o osmSe 5 1§
lim — = lim .5957 = — lim ,51; .=
z—0sin 7r -0 7y S8BT 7 z—0 ST 7 1 7
Tx Tx
(b) Imamo:
. : 1 : l—coszx
lim tanz —sinz lig 0 (= —1) _ iy O r(22L) _
x—0 x?’ x—0 133 r—0 x?’
2T
. . . sin x S1° 35
. sinz(1 — cosz) ~ 2sinxsin? g ' r (@P
= lim 3 :hrng—:8hm =8
20 3 cos T z—0 x3cosx z—0  COST
jer cos0 = 1.
O
Zadatak 9.5: Izracunajte:
sin x
: x—1 \z+1 : 22—22+43 x
(a) lim,1 (55) (@) lim, o (52253

2z

(6) Tim, oo (&) 750

(e) lim, o0 (24)""
(c) limy_yo(1 + sinz) = (f) lim,_o(cos z)=

Rjesenje. (a) Ovo je slucaj (1) kod limesa oblika lim,_,,(f(z))!® = C:

r—1 z+1 1 z+1 1 2
lim = lim = =({=) =
z—1 172 —1 z—1 T + 1 2 4

| =
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(e) Ovo je slucaj (3) jer imamo ocito 1°°.

' o1\t . o34\ . 4 z+2
lim = lim [ ———— =lim (14| — =
z—oo \ L + 3 T—00 x+3 T—00 T+ 3

x+2

4
_z+3 T z+3
4 4 z
(1 + (— )) ] — lim e 455 = ¢4
z+3 T—00

= lim
T—r00

Ako egzistira i pozitivan je lim,_,, f(x), onda

lim(ln f(x)) = In(lim f(x)).

Tr—a Tr—ra

Pomoc¢u toga odmah dobivamo

8=

lim In(l +2) = lim(In(1 + ZL‘)%> = In(lim(1 + )

J=Ine=1.
z—0 T z—0 z—0
Zadatak 9.6: Izracunajte:
(a)lim,ioe(In(2z+1) —In(z+ () lim,_,o

2))

(b) im, oo x(In(z + 1) —Inz)  (f) lim,

eaT 7eb;v

—x

. n(z?2—z 3 —¢
(C) hmz—)O M (g) llmx_>0 1sin‘r
(d) limg o — 5= (h) limg o <5

Rjesenje. (a) Koristedi svojstva logaritamske funkcije dobivamo:

2 1 2 1
lim (In(2z+1) —In(z +2)) = lim In ( mi—2 ) =In lim x:_ =1In2

T—+400 T—00 €T

(e) Imamo:
. a*—1 . In(t + 1) , t
ili)l(l) . —{a—l_t,x—v}—llj}é@_lna

96



Poglavlje 9 Matematika 1

9.2 L’Hospitalovo pravilo

L’Hospitalovo pravilo: koristi se za neodredene oblike tipa g i 2. Drugim
rije¢ima, ako imamo f i g funkcije takve da % tezi ka % ili 2 ako x — a, onda je
/
lim M = lim f(z)

e g(@) e (@)

pod uvjetom da limes kvocijenta derivacija postoji.
Ako razlomak ]gc ,/83
navedene tipa i f’(z), ¢'(x) udovoljavaju ranije navedenim zahtjevima za f(x) i
g(x), onda se moze prijeéi na kvocijent drugih derivacija itd.
Da bi nasli vrijednosti neodredenog oblika 0 - co pretvaramo odgovarajuéi pro-

dukt fi(z) - fo(z), gdje je lim,, fi(z) = 01 lim,, fo(z) = oo, u razlomak oblika

hiz) (oblik 8) i 2 (ot 22) -

1
0] i) >

iznova daje neodredeni oblik u tocki x = a jednog od dva

U sluc¢aju neodredenog oblika co — oo treba odgovarajucu razliku fi(z) — fao(x)

pretvoriti u produkt fi(x) <1 — %) i rijesiti prvo neodredeni oblik % Ako je
f2(z)

kojim slucajem lim, o 755 = 1, onda razliku f (x) — fo(z) pretvaramo u

1— f2(z)
— 2 (oblik %) .

fi(z)
Zadatak 9.7: Koriste¢i L’Hospitalovo pravilo izracunagte:
(CL) hmZ%JFOO % (6) hmwﬁ% (ﬁ - QCZSI)
(6) im0 T30 (£ limen (5% — 7)
(c) lim,,_, 2ne—sinz (9) im,_,(x — Inx)
(d) lim, ,; InzIn(z — 1) (h) lim, T
Rjesenje.  (a) Ovo je ocito situacija < pa primjenjujemo L'Hospitalovo pravilo i
dobivamo
' e . ‘ e . ‘ e
lim —=LH=lim —=LH=lim - =00
T—00 I T—00 20 T—00

jer (e¥) = e*, ()" = 2z i kona¢no (2z)" = 2
(c¢) Ovo je slucaj %, primjenjujemo L’Hospitalovo pravilo:
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. tanx —sinzx ) 5— — COS X ) 1 — cos®
lim——— = [/H=lm=<=2  —lim 5 T =
z—0 T —sinx z—0 1 —cosx z—0 COS? T — COS° &
, . 3cos? rsinx ) 3cos? 3
=L'H =lim ) S = lim o = =
z—0 —2cosxsinx + 3cos?rsinx =0 —2cosx + 3cos? x -2+ 3

]

9.3 Derivacije

Derivacijom f’(zg) funkcije f u tocki xy nazivamo limes kvocijenta w

kada A tezi u nulu, odnosno

F/(x0) = lim f(zo+h) — f(xo)

h—0 h

Y

ako taj limes postoji. U tom sluc¢aju kazemo da je funkcija f derivabilna u tocki xg.
Vrijednost derivacije f'(zg) daje koeficijent smjera tangente u tocki zy na graf
funkcije f. Odredivanje derivacije nazivamo deriviranjem funkcije.

Zadatak 9.8: Koristeci definiciju derivacije, izracunajte derivaciju sljedecih funk-
cija:

Rjesenje.  (b) Trazimo derivaciju u tocki zq. Imamo:
(2o + h)* — (wo)°

lim f(wo+h) — f(xo) — lLim _
h—0 h h—0 h

3 3 2h 3 h2 h3 3
To - STph + SToh” + Yo _ }1111%(3z3h + 3xoh + h?) = 31'(2)
_>

= Jim h

Znagci, op¢enito mozemo reéi da je ()" = 322, odnosno derivacija funkcije 3

je funkcija 322
]

Osnovna pravila deriviranja: Neka je ¢ konstanta a f i g funkcije koje imaju
derivacije. Onda je
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1) (¢) =0,

2) () =1,

3) (f£g9)=[f=%7,
4) (cf) =cf’,

5 (f9)=TFg+1d,

6) (£) = 2542 (9 £0).

Zadatak 9.9: [zracunajte derivacije sljedecih funkcija koristeci gornja pravila:

(a) f(z) =25 + 27 + 2z
(b) f(x) = az®+bx*+cx +d

(c) () = & +In2

(e) f(x) =6sinx + cosx
(f) f(x) = 2* tanx

(9) f(x) = (2° + 5x)e”

(d) f(x) = &5 (h) f(w) = Inzarcsin + FEEERs
Rjesenje.  (e) Imamo:

(6sinz 4 cosz) = (6sinz) + (cosx)' = 6(sinz) — sinx = 6cosz — sinx

(g) Imamo:
((2* + 5x)e”) = (2° + 5z)'e” + (z° + 5x)(e”) = ((*) + (52))e” + (2° + bx)e” =
= (32 + 5)e” + (2° + 5x)(e")
[

Pravilo deriviranja slozenih funkcija: Ako je h = f o g slozena funkcija, a
funkcije f 1 g imaju derivacije u g(z), tj =, onda je

(fog)(x) = f(9(x)) - g'(x)
ili krace
(fog)=(fleg)-d.
Zadatak 9.10: Izracunajte derivacije sljedecih funkcija:

() f(z) = | [Pnazeoss () F(x) = VInT T 7+ In 7 + x
(b) f(x) = cos(we® + 2?) (f) f(t) = t*sine!
(9) () = (220)"

(h) f(z) = arctan \2%

(c) f(z) = 2310767

In(4sinx —

(d) flx) =

arccos 2x)
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Rjesenje.  (b) Imamo:
(cos(we” +2?)) = —sin(we” + 2?)(ze” + 2%) = —sin(we” + 2?)(e” + ze® + 27)

(h) Deriviramo:

( . a:3+:c) 1 (:c3+:1:>
arctan = —
vaz+1 14+ <_:v3+x )2 x?+1

N
_ 1 (2® +x)Va?+1— (* +2) (Va2 + 1)
14 St v +1 N
T 22+ +1(x3 + )2 (<3x2 Va1 (o + x)%ﬂ))
0
Zadatak 9.11: Izracunajte f'(x) ako je
(a) flx)=lzl, (b)) flz)=zlz|,  (¢) f(x)=Inl|z|
Zadatak 9.12: zracunagte f'(z) i f'(0) ako je f(x) = e °*sin 3x.
Rjesenje. Imamo
f'(x) = (e " sin3z) = —5e " sin 3z + 3¢~ cos 3
i specijalno je vrijednost derivacije u tocki x = 0 jednaka
f'(0) = —5€%sin 0 + 3’ cos 0 = 3. O

Zadatak 9.13: PokaZite da je f'(z) = —— ako je f(z) =Intan (% +T).

cosT 4

Zadatak 9.14: Pokazite da je ((sinx)" cos(nx))’ = nsin™ 'z cos(n + 1)z.

Zadatak 9.15: PokazZite da funkcija y = xe™™ zadovoljava diferencijalnu jednadzbu
zy' = (1-x)y.

—x

Rjesenje. Trazimo derivaciju zadane funkcije, ¢y = (ze ™) = e ® — ze™*. Sada

lijeva strana jednakost xy’ = (1 — )y izgleda:
2y =z(e® —xe™®) =ze (1 —x)

dok desna daje
(1—2)y=(1—x)ze ™

To je ocito isto stoga zakljucujemo da vrijedi zy’ = (1 — z)y, odnosno y zadovoljava
danu diferencijalnu jednadzbu. m
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Linearna aproksimacija funkcije,
kvadratna aproksimacija.
Taylorov red

Zadatak 10.1: Koristecéi linearnu aproksimaciju izracunagjte priblizno:

1) V/3.99
2) ¥/8.02
3) v/64.03 + /64.03

4) log, 16.02.
Rjesenje. U rjesenju koristimo formulu
f(zo+ Lx) = f(20) + Dz - f'(wo).
1) Ovdje je f(x) = x, zo = 4, Ax = —0.01. Stoga je f'(z) = ﬁiv pa je
flxo) = VA =2, f'(z0) = 5vi = 1» Pa imamo

1 1
V39 ~2-001-—=2——.
3.99 0.0 1 100

2) Analogno kao u prethodnom zadatku, uz f(z) = </, ro = 8, Az = 0.02.
3) Definiramo f(z) = /z + /z. Racunamo f(64.03). Premo gornjoj formuli je
£(64.03) ~ f(64) +0.03 - f/(64.03).

Ocito je f(64) = v/64 + v/64 = 8 + 4 = 12. Dalje,
1 1. 1 _» 1 1

fl(x) = (35% +$%)' = —x2 4+ —x7 3 =

2" T3 T am Ty
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pa je

Konaéno imamo

1 3 1 1
4.03) ~ 12 03 —=—=12+4 —  — =12+ —.
/(64.03) +0.03 12 * 100 12 * 400

4) Ovdje je f(z) = logyz, xop = 16, Az = 0.02, pa je f'(z) = 7 - log, = te
konacno

1 1 1
log,16.02 ~ log, 16 +0.02- - log, 16 =2+ - -— 2 =2+

50 Ind 25In4"

]

Zadatak 10.2: Napisite jednadzbu tangente na graf funkcije f u zadanoj tocki

(zo, f(x0)), ako je:
1) f(z) =z, 29 =4
2) f(z) =Yz, 19 =238
3) f(x) =&+ Jw, 10 =64
4) f(z) =log,z, v = 16.

Skicirajte u istom koordinatnom sustavu graf funkcije i graf tangente za 1).

Rjesenje. Formula za tangentu na graf funkcije f u tocki (xq, f(zo)) glasi

y — f(xo) = f'(w0) - (x — 20).

S obzirom da za zadanu tocku z treba jos samo izracunati f(xg) i f'(zo), a te smo
racune obavili ve¢ u prethodnom zadatku, pa rjesavanje ide lako:

]

Zadatak 10.3: Interpretirajte rjesenja zadatka 1 u terminima jednadzbi za tangente
dobivenima u zadatku 2!
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| ¥]
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'

2 P € . 10
Slika 10.1: Graf funkcije f(x) = 2° - primjer neparne funkcije

Rjesenje. Vrijednosti dobivene za linearnu aproksimaciju u zadanim tockama to¢no
su jednake vrijednostima na tangenti koje odgovaraju tim tockama. Na primjer, u
prvom zadatku, podzatak 1), trazili smo pribliznu vrijednost broja 1/3.99, dobivena
vrijednost bila je 4 — ---. No, ako u jednadzbu tangente na graf funkcije f(z) = \/z

400"
u tocki xg = 4 uvrstimo x = 3.99, dobivamo

1 1 1 1 1
2 .30041=-(4—00)+1=2—2. — —2_ —
y=739+1=7(4-001)+ 4100 400’

i to je upravo vrijednost dobivena u prvom zadatku.

Zakljucujemo da pribliznu vrijednost funkcije u nekoj tocki koja je "blizu” tocke
u kojoj znamo tangentu na graf funkcije mozemo dobiti kao y—vrijednost tangente
u toj tocki.

Provjerite za ostale podzadatke prvog zadatka da dobivate na ovaj nacin iste
vrijednosti koje ste dobili i tamo! m

Formulu za linearnu aproksimaciju stoga mozemo shvatiti kao formulu

f(z) = gi(z),
gdje je
g1(z) = f(wo) + f'(20) - (¥ — ).

Ovdje formulom izricemo istu onu tvrdnju koju smo rije¢ima iskazali na kraju pret-
hodnog zadatka; pritom ¢; ozncava funkciju ¢iji je graf toéno tangenta na graf
funkcije f u tocki xg. Naravno, shvacamo da gornja priblizna jednakost vrijedi za
tocke x koje se nalaze ”dovoljno blizu” tocki xy u kojoj smo racunali tangentu na

graf funkcije f.
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Nije tesko vidjeti da ¢e kvadratna aproksimacija vrijednosti funkcije f u tocki
x blizu tocke xg biti dana sljede¢om formulom:

f(x) ~ ga(x0),
gdje je
) = f(a0) + ' (w0) & = 20) + 5" o) (& = )"
Moze se pokazati da ”dovoljno dobre” funkcije u nekoj okolini tocke xy mozemo

aproksimirati polinomom proizvoljnog stupnja n (dakle, da ¢emo modi izracunati
pribliznu vrijednost funkcije f u svakoj tocki x koja je u nekoj okolini tocke zg):

f(x) ~ gn(),

o) = Fw)+
f'(@o)(z — xo) +
S (o) — o) +

S o)z — o) +

P +
%f(") (x0)(z — x0)".

Pritom smo definirali da je
nl=1-2-3---(n—1)-n.

Sada vidimo da, ako definiramo da je 0! =11 f(© = f, imamo da je
n f(k)(xo)
gn(x) = Z T(x — x0)".
k=0

Zadatak 10.4: Koristenjem kvadratne aproksimacije rijesite 1) i 2) u prvom za-
datku. Usporedite dobivena rjesenja s onima iz prvog zadatka v nacrtajte u istom

koordinatnom sustavu funkciju, tangentu i kvadratnu aproksimaciju za prvi podza-
datak.

Rjesenje. Koristimo formulu f(z) =~ f(zo) + f'(w0)(z — o) + 3" (w0)(x — 20)*.
Pritom smo za konkretne zadatke ve¢ izracunali f(xq¢) i f'(xo), pa preostaje jos

samo izracunati f”(xo).
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)

Imamo da je f'(x) = ﬁ = %x_%, pa je
1 1 3 1
" L (N —
Stoga je
1 1
1" 4 —_ _ —_
S 4-4/64 32
1 imamo
1 1 1 1 1 1 1
V390 A 2 — —— o p s (m ) (—n) =2 — —— .
100 4 + 2 ( 100) ( 32) 400 640000

Vidimo da je ovaj rezultat zapravo slican rezulatatu u prvom zadatku. To
je posljedica ¢injenice da g, ima isti "pocetak” kao i ¢g; (provjerite!), pa ée
i rezultat kvadratne aproksimacije u nekoj tocki izgledati kao rezultat li-
nearne aproksimacije u toj tocki, uz dodatak vrijednosti kvadratnog clana
51" (x0)(x — m9)®. Kako je 2 — zo jako mala vrijednost (u pravilu po ap-
solutnoj vrijednosti manja od 1, ovdje —0.01), to ¢e njen kvadrat biti jos
manji od nje same, Sto direktno povlaci da ¢e doprinos kvadratnog ¢lana biti
jos manji nego onaj linearnog. Mozemo to shvatiti kao ¢injenicu da kva-
dratna aproksimacija jo§ "malo popravlja” linearnu aproksimaciju, ovdje za

1
— 510000 — —0-0000015625.

Kako glasi funkcija kvadratne aproksimacije? Imamo

1 2. s 2
" -5 _
f()—g'(—g)iﬂ‘”’— 025
1 stoga je
2 2 1
"
8) =— = — =
PO ==30F = 92~ 1
Sada imamo
, 1 , 1 1 1
v802~2+4002- ——-002° — =+ =2+ — — .
+ 12 144 * 600 360000

Za kraj evo sliku koja za prvi podzatak u istom koordinatnom sustavu prika-
zuje funkciju f(z) = /z, te linearnu i kvadratnu aproksimaciju:

O
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4]
'
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'

2 : & : 10
Slika 10.2: Graf funkcije f(z) = 2® - primjer neparne funkcije

Ako sada ”dozvolimo” da g,(z) ima beskonaéno mnogo ¢lanova, dolazimo do
g (), kojeg obi¢no oznac¢avamo s T'(z) i zovemo Taylorov red funkcije f u tocki

ZTo-
> £(k)

k=0

Pritom vrijedi
flz) =T(z),

tj. vrijednost funkcije i vrijednost Taylorovog reda se podudaraju za sve x iz neke
okoline (tzv. podrucja konvergencije reda) tocke xzg. To je i logi¢no, jer aprok-
simacijama polinomima sve veceg i veéeg stupnja dobivamo vrijednost sve blizu i
blizu stvarnoj vrijednosti funkcije f, pa u limesu, tj. beskonacnosti i postizemo tu
stvarnu vrijednost.

Sada ¢emo racunati Taylorov red za neke elementarne funkcije u zadanoj tocki
- kazemo da smo zadanu funkciju f "razvili” u Taylorov red u toj tocki. Najcesce
se funkcija razvija u Taylorov red u okolini nule (kada je to moguce).

Zadatak 10.5: Izracunajte Taylorov red sljedecih funkcija u zadanoj tocki:

1) f(z
2) f(x

(@) = ¢,y =0
()

3) f(z) =Inx, zg =1 (zasto f ne razvijamo u Taylorov red u okolini nule?)
(z) =
(z) =

= :0

4) fla
5) f(x

log, x, xg =1

sinz, xog =0
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6) f(x)=cosz, o =0
7) f(z) = %, To=1
8) f(z) = 1;; 2o =10
9) () =17 w0=0

10) f(z) = 1=, 20 =0

11) f(z) = 52, 20 =0

12) f(x) =2cos?x, g = 0.

Rjesenje. Ako je xy = 0, onda formula za T'(z) poprima nesto jednostavniji izgled:
T(x) = N f(kk)fo)xk

k=

o

Vidimo da jedini ¢lan kojeg treba racunati jest izraz za opéu (k-tu) derivaciju funk-
cije f, a potom je evaluirati u zadanoj tocki z.

1) Znamo da je prva derivacija funkcije f(x) = e opet ona sama, pa je takva
i druga, treéa i sve ostale derivacije. Stoga je opéenito f*)(z) = e”, pa je
f(0) = ¢ =1, paje

e B 1, 1, I
T(fﬁ'):zﬁx :ZH:1+1'+§QJ IR ELL v
k=0 k=0

2) Rac¢unamo prvih nekoliko derivacija funkcije f(z) = a”:

f(z) = Ina-a*

f'(z) = Ina-lna-a®=1In*a-a”

f"(z) = In’a-a”,
pa zakljucujemo da je

fO(x) =Wn*a-a®
Stoga je
f80) =In"a-a® =1n*a,

Sto uvrStavanjem u izraz za Taylorov red funkcije u nuli daje

o
In*a Ina In*a

T(z) = A ¥ =14+Ina-z+ 5 2?4+ A
k=0 )

xk—l—...

Vidimo da je Taylorov red za funkciju f(x) = e* poseban slucaj Taylorovog
reda za funkciju f(z) = a” koji se dobiva uvrstavanjem a = e.
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3) Najprije odgovorimo na pitanje zasto ne razvijamo f(x) = Inx u nuli - razlog
je taj Sto logaritamska funkcija u nuli nije niti definirana, pa nema smisla
raditi razvoj te funkcije u red u toj tocki.

Sada racunamo, kao i gore, nekoliko prvih derivacija zadane funkcije:
1
/ T = —_ = xil
P = -

f =
@) = (1) (-2

—~
8
|
—_
8
S

pa je opcenito

f(k)(x) = (—1) . (—2) R (—(k‘ _ 1)) -a:_k,

gdje produkt (—=1)-(=2)----- (—(k — 1)) mozemo shvatiti kao produkt k — 1
puta —1 s (k — 1)!. Stoga je

FO(@) = (~1 (b= 1),

pa je
FO1) = (=D (b= 1 1 = (<)M (= 1))

Primijetimo da ova formula vrijedi za sve k vece od nule, dok za k = 0 imamo
fO(z) = f(z) = Inz, sto daje f(1) = Inl = 0. No, to znaéi da prvi ¢lan
Taylorovog reda iScezava. Stoga ¢emo red pisati kao sumu kod koje indeks
sumacije pocinje s 1, a ne s 0, kao sto je uobicajeno. Uvrstavanjem u izraz za
Taylorov red funkcije f u xg = 1 izraz za opc¢u derivaciju zadane funkcije u
tocki g = 1 imamo

(—1)1 - (k —1)!

T(x) = Y. o (z — 1)k =
(=) (k= 1)!
p> (k-1 k (z—1)" =
k=1
D T

i
I

(-1t

X (x—1)F4 ...

1 1
= x—l—i(m—1)2+§(x—1)3—|—---+

4) Dobije se slican red kao pod 3), samo uz dodatni faktor - slicno kao sto se 2)
odnosi prema 1)
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5) Rac¢unamo prvih nekoliko derivacija:

f'(x) = cosx

f"(x) = —sinz
f"(x) = —cosx
Pa) = sinz=f()

Vidimo dakle da je cetvrta derivacija jednaka pocetnoj funkeciji, peta derivacija
je jednaka prvoj derivaciji, Sesta drugoj, sedma trecoj itd. Opcenito, mozemo
dati ovakvo pravilo:

fU(z) = sinzx

fEHD () = cosz

fEHD(g) = —sinx

fE () = —cosu,

gdje je k € NU{0}. Zato je

fU0) = sin0=0
FEHD0) = cos0=1
fEFD0) = —sin0=0
f(4k+3)(0) = —cos0=—1,

pa vidimo da je za sve parne derivacije vrijednost u nuli jednaka nula, dok
za neparne derivacije vrijednost u nuli alterira izmedu 1 i —1. Nije odmah
jasno kako treba izgledati Taylorov red, pa ¢emo napisati samo prvih nekoliko
¢lanova tog reda:

1 1 1
Tx)=o— =23+ =a°— =a2"+....
() =2 Tk —|—5!w T +
To znaci da se u redu pojavljuju samo neparne potencije od z. Kako sumaciju
radimo obi¢no po svim potencijama od z, a ne samo neparnima, uvest ¢emo
takvu ovisnost potencije od x o indeksu sumacije koja ¢e generirati samo
neparne potencije. Oc¢ito mozemo pisati

S —1)* 2k+1
Tle) = ; (Z(k +>1)!”’ "

jer ovaj red generira tocno onaj kojeg smo prvih nekoliko ¢lanova ispisali

(provjerite sami!). Stoga je ovaj red trazeni Taylorov red funkcije f(x) = sinx
u nuli.
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6)

7)

110

Zadatak se rjeSava analogno 5), s tim da se sada u Taylorovom redu pojavljuju
samo parne potencije od x (provjerite!).

Zadatak je slican zadatku 3), jer je % = (Inz)’, pa ¢e oplenito k—ta derivacija
funkcije f(z) = I biti jednaka (k 4 1)-oj derivaciji logaritamske funkcije s

bazom e (uvjerite se u ovaj argument direktnim ra¢unom!):

f(k)(;p) = (111 Qf)(k+1)(l‘) _ (_1)1: A ZL‘k—H,

pa je
FB1) = (=1)F - k- 18 = (—1)F - k!
Stoga je
T(x) = Z W(m — 1) =
k=0 )
= Y-t =

= 1l—-(@r-D+@-12=(@—-1P2+ -+ (=) (=1 +...

Kao i prije, racunamo prvih nekoliko derivacija zadane funkcije i potom za-
klju¢ujemo kako glasi izraz za opc¢u derivaciju:

fla) = =)

fla) = (1) (1= (-1 = (-1 (1 —2)* = (1)

@) = (-2)- (-2 ()= (-1 2 (1) P =20 (1)
@) = 2 (-3)- (- a) ™ (1) = (128 (L a) =8 (1)

pa vidimo da je opéenito
) =k - (1 —2)" ¢+

1 stoga
) = k- 173D =
Uvrstavanjem u op¢u formulu za Taylorov red dobivamo

T(x) = —zt =

= l4+o+22+234+ 42"+,
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Napomenimo da ovu formulu nacelno mozemo izvesti iz formule za geometrij-
ski red: oznac¢imo

S=1+ax+22+22+...

Pomnozimo ovu jednakost s x oduzmimo tako dobivenu jednakost od gornje.
Dobivamo:

S = 1+ao+22+2°2+...

xS = A
=
S—zS =1
(1—-2)S =1
1
S = 1—2x’
pa imamo
(%) ! =l+a+z>+2°+...,
11—z
Sto je jednako
f() = T(a).

Poznavajudi ¢injenicu da geometrijski red konvergira za —1 < x < 1 (§to znaci
da jednakost (*) vrijedi samo za brojeve iz tog intervala), imamo i odgovor na
pitanje koje je podrucje konvergencije dobivenog Taylorovog reda: < —1,1 >.

Mozemo se posluziti trikom:

11
S l+r 11— (-2)

f(x)

pa je Taylorov red ove funkcije u biti jednak Taylorovom redu funkcije iz
prethodnog podzdatka, s tim da je sada argument tog reda —x:

T(@) = Y (o) =

k=0
= l—a422 -3+ (=DFaF 4
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10)

112

Stoga je 1 podrucje konvergencije isto, jer red konvergira (i u tom podrucju je
f(z) =T(z)) za —1 < —x < 1, §to je ekvivalentno —1 < x < 1, tj. intervalu
<—=1,1>.

Ovaj smo rezultat mogli dobiti i direktno, racunajuéi prvih nekoliko derivacija
funkcije f, pronalazec¢i formulu za opéu derivaciju funkcije f, uvrstavajuéi u
tu formulu z¢y = 0 i potom taj izraz uvrstavajuci u op¢u formulu za Taylorov
red. Provjerite!

Slicno kao u 9), mozemo se referirati na 8), pa ¢e biti

T(a) = S =

Koje je ovdje podrué¢je konvergencije? Koristite nejednakost za konvergen-
ciju reda 8), tj. nejednakost —1 < x < 1, koju sada zapisite kao |z| < 1.
Uvrstavanjem 22 umjesto z u tu nejednakost dobivamo novu nejednakost cije
rjeSenje predstavlja interval podrucja konvergencije.

Ako ra¢unamo Taylorov red na uobic¢ajeni na¢in do¢i ¢emo do problema veé pri
racunanju prvih nekoliko derivacija (provjerite!). Zato ¢emo morati pribjeci
rastavu na parcijalne razlomke, tj. napisat ¢emo

1 11 N 1
1—22 21—z 14z

).

Sada ¢e Taylorov red zadane funkcije 7'(z) biti linearna kombinacija Tayloro-
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vih redova Ti(x) i Ta(x) funkcija g1 = = 1 go(2) = —=:

T(z) =

l\')l»—t
Mg

e
Il
o

(]
=
E
+
T
L
=
8
=
[

B
Il
=)

Q+14+z—o+2> -2 +22 -2+ ...) =

(24222 +22' +...) =

.Q.i;pk:

k=0

N~ NP~ N

I
WE
\.&ET‘

B
Il
o

pa vidimo da dobivamo isti rezultat kao gore.

11) Sliéno kao prethodni podzadatak - Taylorov red ée biti jednak Taylorovom
redu prethodnog podzadatka u kojeg smo umjesto z% uvrstili —z? (zasto?).

12) Koristimo formulu
2cos’z = 1 + cos (2z).

Kako je Taylorov red Teos() kosinusa dan s (provjerite, tj. rijesite 6))

to Taylorov red funkcije g(x) = cos (2z) dobivamo tako da u Tes(x) uvrstimo
argument 2z, pa je on jednak

- —1 i 2k
2 ((Qk)' (22) =

k=

(4"
> 2K "

k=0

=]

Konacno za Taylorov red T'(x) zadane funkcije imamo

[e.e]
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Poglavlje 11

Pad, rast, lokalni ekstremi,
konveksnost, konkavnost, tocke
infleksije 1 njihovo fizikalno
znacenje

11.1 Rast i pad funkcije

Za zadanu funkciju f zelimo odrediti podrucje pada, odnosno rasta. Kao sto znamo,
prva derivacija funkcije u nekoj tocki njene domene odgovara koeficijentu smjera
tangenta na graf funkcije u toj tocki. Zakljucujemo da funkcija raste u okolini tocke
zo ako vrijedi f'(x¢) > 0, odnosno pada ako vrijedi f'(xy) < 0.

Zadatak 11.1: Odredite podrucja pada i rasta funkcije f(x) = %1’33 —4z.

Rjesenje. Racunamo prvu derivciju zadane funkcije: f'(z) = 2* — 4 i rjeSavamo
nejednadzbu
flz)>0=1*-4>0=2">4

pa zaklju¢ujemo da funkcija raste na intervalima (—oo, —2) U (2, o). Funkcija pada
tamo gdje je f'(z) < 0, dakle na intervalu (—2,2). ]

Zadatak 11.2: Odredite podrucja pada 1 rasta funkcije f(x) = e — 2.

Zadatak 11.3: Odredite podrucja pada i rasta funkcije f(x) = sin (2z) na intervalu
(—2m, 27).

Zadatak 11.4: Odredite podrucja pada i rasta funkcije f(x) = -5 + 4.

xT
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11.2 Lokalni ekstremi

Ekstremi funkcije: Neka je zadana funkcija f. Ako postoji okolina tocke xg
takva da za svaku tocku z # 1z, te okoline vrijedi nejednakost f(z) > f(zo)
(f(z) < f(xp)), onda tocku zy nazivamo lokalnim minimumom (maksimumom)
funkcije f. Tocku lokalnog minimuma ili maksimuma funckije nazivamo tockom
lokalnog ekstrema. Ako je xy tocka lokalnog ekstrema funkcije f, onda je nuzno ili
f'(x¢) = 0 (stacionarna tocka) ili f’(zo) ne postoji (vidi sliku). Obrat ne vrijedi,
tocke u kojima f'(xo) = 0 ili f'(x¢) ne postoji (kriticne tocke) nisu uvijek tocke
ekstrema. Dovoljni uvjeti za lokalne ekstreme funkcije su slijedeci:

1. ako postoji okolina (zq — §,zg + 0) kriticne tocke xy takva da je f'(xz) > 0
(f'(x) <0)zax € (xg—d,x0) 1 f(x) <0 (f'(x) >0)zax € (rg,z9+ 9)
onda je zo tocka lokalnog maksimuma (minimuma) funkcije f. Ako nademo
takav pozitivan broj ¢ da f’(z) zadrzava nepromijenjeni predznak na intervalu

0 < |x — zg| < 9§, onda f nema lokalni ekstrem u xy. Ti uvjeti analogni su
sljede¢em:

2. ako je f'(zg) =01 f"(x9) <0 (f"(x9) > 0), onda je xy tocka lokalnog maksi-
muma (minimuma) funkcije; ako je pak f'(z¢) =0, f"(xo) =01 f"(x0) # 0,
onda xy nije tocka ekstrema funkcije.

Zadatak 11.5: Nadite lokalne ekstreme funkcije f(x) = 22% + 32? — 122 + 5.

Rjesenje. Prvo ispitujemo koje tocke zadovoljavaju nuzan uvjet, tj. za koje tocke
je f'(xg) = 0:
f'(z) = 62° + 62 — 12 = 0.

Rjesimo gornju kvadratnu jednadzbu i dobivamo kandidate za ekstreme: x; = 11
x9 = —2. Provjeravamo vrijednost druge derivacije od f u tim tockama.

f(x)=12x+6 pa ["(x;) =18, f"(xy) = —18.

Zakljucujemo da f ima lokalni minimum u z; = 1 i lokalni maksimum u

Ty = —2. ]
1. Istrazite ekstreme slijedec¢ih funkcija:
(a) f(x) = 2%z — 12)? (@) f(z) =2 —In(1 + 2)
(b) f(2) = = (e) flx) = a?e™
(c) f(x) = 2sin2z + sindx (f) f(z) =z — arctan z.

Najveée i najmanje vrijednosti: Najmanja (najveca) vrijednost funkcije f
na zadanom intervalu [a, b] dobiva se ili u kriticnim tockama funkcije ili na krajevima
intervala.
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Zadatak 11.6: Odredite najveéu i najmanju vrijednost funkcije f(x) = 2% +32% —
122 — 1 na intervalu [—3,2].

Rjesenge. Prvo trazimo kriti¢ne tocke funkcije f. Kako je f'(z) = 622 + 6z — 12,
kandidati su ;1 = 11 x93 = —2. Obje tocke nalaze se u zadanom intervalu pa
provjeravamo vrijednost funkcije:
flz1) = f(1) = 243-12—-1=8,
i flz) = f(=2) = —16+12+24—1=12.

Ostaje ispitati ponasanje funkcije na rubovima:

F(=3) = —544+274+36—1=38,
i f(2) = 164+12—-24—1=3.

Zakljucujemo da najmanja vrijednost na intervalu [—3,2] funkcijea f(z) = 22% +
322 — 122 — 1 postize na rubu x = 2 a najveéu u tocki z = —2. O]

1. Odredite najmanju i najve¢u vrijednost funkcije na zadanom intervalu (ako
interval nije oznacen, misli se na cijelu domenu).

x — 3z na intervalu [—2, 3],

= sin* z 4 cos? z,

(a) f(z)
(b) f(z)
¢) f(x) = arcsinz,
) =

(
(d) f(z

2. Pokazite da za pozitivne vrijednosti od x vrijedi nejednakost:

1+m2

> 2.

T+

8

Rjesenje. Gledamo funkciju f(z) = z+ 1 — 2 i ispitujemo njezin minimum na
intervalu [0, +00). Trazimo kriti¢ne tocke i deriviranjem dobivamo kandidate:

1 1

U zadanom intervalu je samo x = 1 i tu je f(1) = 0. Na rubovima intervala
funkcija tezi u 400 pa zakljucujemo da je u x = 1 postignuta minimalna
vrijednost i ona iznosi nula. Drugim rije¢ima, vrijedi:
1
€0,40) = flr)=x2+--2>0
x
Sto je i trebalo dokazati. O]
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3.

4.

Dokazite nejednakosti:

(a) e > 14z za x #0,

(b) COS$>1—%2 za x #0.

U skupu nenegativnih realnih brojeva odredite onaj koji zbrojen sa svojom
reciprocnom vrijednos¢u daje maksimalan zbroj. Odredite taj zbroj!

. Na krivulji f(z) = v/—Inz odredite tocku najblizu ishodistu.

Od svih stozaca upisanih u kuglu polumjera R = 1 odredite onaj maksimalnog
volumena.

Zadaci sa rokova:

1.

10.

11.

12.

118

Medu svim jednakokra¢nim trokutima opsega 16 nadite onaj koji ima
najveéu povrsinu.

. Nadite kut medu krivuljama: C; --- 2% + 122 + y? — 4y + 15 = 0,

Corx—y*+4y—3=0.
Nadite kut medu krivuljama: C;---2 =0, Cy---y = \/%7

Medu svim jednakokrac¢nim trokutima s jednim vrhom u ishodistu i sa druga

dva vrha na krivulji y = #, nadite onaj koji ima minimalni opseg.

U zadanu sferu upisite valjak maksimalnog obujma.
Iz tocke T'(0,2) povucite tangente na krivulju y + Inz? = 0.

Na krivulju C...y —2® + 322 — 22 = 0 povucite tangentu koja je okomita
na pravac z + 11y — 12 = 0.

Koji uvjet mora zadovoljavati funkcija f(x) = z® + ax + b da bi njen graf
dodirivao os z (naéi vezu izmedju a i b)?

Odredite normalu grafa funkcije f(z) = €**72 + ¢! — 2 u tocki u kojoj graf
sijeCe z o0s.

Od tri daske sirine 20cm treba napraviti zlijeb maksimalnog poprecnog pre-
sjeka. Kolika je povrsina tog poprecnog presjeka?

Medju svim jednakokracnim trokutima opsega 1 mm nadjite onaj koji ima
najvecu povrsinu.

Na krivulji C'...y — 22 — /5 = 0 nadjite tocku najblizu tocki T(0,1 + v/5).
Slika!
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13. Dokazite da za bilo koju vrijednost realnog parametra a postoji tangenta grafa
funkcije f(x) = 2® — a*x okomita na pravac z +y = 0.

14. Iz tjemena parabole y = 322 — 2z + 1 povucite tangente na graf funkcije

f(z) = 223, Slika!

3x—1"

11.3 Konveksnost, konkavnost i tocke infleksije
funkcije

Konveksnost i konkavnost: Za funkciju f kazemo da je konveksna u okoline
tocke xy ako se tangenta na graf funkcije u tocki x(y nalazi ispod grafa funkcije.
Ukoliko je iznad, govorimo o konkavnosti. Kriterij za ispitivanje konveksnosti i
konkavnosti u tocki xg vezan je uz vrijednost druge derivacije funkcije f: ukoliko je
f"(xg) > 0, funkcija je konveksna, a ako je f”(zg) < 0, funkcija je konkavna.

Zadatak 11.7: Odredite podrucja konveksnosti i konkavnosti funkcije f(x) = %x‘g —

4x.

Rjesenje. Racunamo drugu derivaciju zadane funkcije:

1
flz) = gzz:?’ —dr = fl(x) =2 — 4= f"(z) = 2.
Ocito je f"(z) > 0za x > 01 f’(x) < 0 za z < 0 pa je podrucje konkavnosti
(—00,0), a konveksnosti (0, 00). O

Tocke infleksije: Tocke u kojima funkcija prelazi iz podrucja konveksnosti u
podruc¢je konkavnosti ili obratno nazivaju se tockama infleksije. Druga derivacija
funkcije u tim tockama je ili jednaka nuli ili nije definirana. Medutim, slicno kao
kod trazenja ekstrema, nije dovoljno provjeriti samo drugu derivaciju jer nam ona
daje tek kandidate za tocke infleksije. Potrebno je dodatno se uvjeriti da u dobi-
venim nultockama druge derivacije funkcija doista prelazi iz podrucja konveksnosti
u podrucje konkavnosti (ili obratno) i tako $to ispitujemo ima li druga derivacija
razli¢ite predznake slijeva, odnosno zdesna od tocke kandidata za tocku infleksije.

Zadatak 11.8: Ispitajte konkavnost © konveksnost te odredite tocke infleksije funk-
.. 2
cije f(x) =e7"

Rjesenje. Racunamo drugu derivaciju funkcije:
flz) = e = f(z) = —2ze™" = f(z) = 27" 4 4z = 2" (222 — 1)

pa je ]
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11.4 Ispitivanje toka funkcije i crtanje grafa

Kod crtanja grafa funkcije moramo prvo u nekoliko koraka odrediti sljedece para-
metre:

1) domena funkcije,

2) nultocke,

4) kandidate za ekstreme (prva derivacija),

5) ekstreme i tocke infleksije (druga derivacija),

(1)
(2)
(3) asimptote,
(4)
()
(6)

6) tok (prva derivacija).

Asimptote :

vertikalne asimptote: tocke prekida funkcije

horizontalne asimptote: lim, , ., f(z) —  lijeva horizontalna asimptota,
lim, ,, f(z) —  desna horizontalna asimptota

kosa asimptota: y = kx+I gdje je k = lim,_, fz)

[ = limxﬁoo(fg(cx) — kx).
Ekstremi i tocke infleksije :

f'(zg) =0 — ¢ je kandidat; f”(x¢) > 0 lokalni minimum,
f"(x9) <0 lokalni maksimum,
f"(xg) = 0ili f"(x¢) ne postoji
¢e biti tocka infleksije ako f” u interva-
lima (z¢ — 0, 0) 1 (20,29 + J) za neko
0 zadrzava konstantne predznake i ako
su ti predznaci suprotni.

Tok :
f'(x) >0 funkcija raste,
fl(x) <0 funkcija pada.
Zadatak 11.9: Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije f(z) = 2’ —2w-3

2r—x?

Rjesenje. Jednostavno slijedimo upute:

(1) Domena: 2z —z? = 0= x = 0,2 pa je domena D = R\{0, 2}.
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(2) Nultocke: f(z)=0 = 2> —-2x—-3=0 =
Tip=EVHI2 49 o

I = —1 (—1,0),
=3  (3,0).

(3) Asimptote:
VA =0 =2

HA. lim, % = —1 pa je horizontalna asimptota y = 1.
K.A. nema
(4) Kandidati za ekstreme: f'(z) =--- = (2;6_“;(;2 pa fllz) =0=a2=1
(5) Ekstremi i tocke infleksije: f”(z) =--- = 7672(7695(;?)7(?)112)(27223).

Sada imamo
f"(1)=—-6<0 pajeu x=1 lokalni maksimum.
(6) Tok:

f'(x) < 0 = z€(l,400) pa tu funkcija pada,
f'(z) > 0 = x€(—00,1) pa tu funkcija raste.

Na temelju gornjih opazanja sada je lako nacrtati graf:

Slika 11.1: Graf unkcije f(x) = z® - primjer neparne funkcije
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2

Zadatak 11.10: Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije f(x) = 23e™®
Rjesenje. (1) Domena: D =R
(2) Nultocke: z =0

(3) Asimptote:
V.A. nema \ / . \o . .
HA. lim, ;—2 =L'H =lim,_, ﬁ = 0 pa je horizontalna
asimptota u oba smjera y = 0.
KA. limg o 1% =lim, o £ = I'H = lim, o 7227 = 0 pa kosih asimp-
tota nema. ‘ -

(4) Kandidati za ekstreme: f'(z) = 3%~ + 23¢*"(—2z) = 0 pa su kandidati
T = 01 XT3 = :t\/g

(5) Ekstremi i tocke infleksije: f”(z) = --- = ze™ (4o — 1422 + 6). Sada imamo
f"(0) = 0 paje =0 tocka infleksije,
3
2
3
2

3
< 0 pajeu x= \/; lokalni maksimum,

: 3 oo
> > 0 pajeu x= —\/; lokalni minimum.

St

(6) Tok: f'(z) <0 = 3—22><0= |z]>4/3 pa tu funkcija pada,

f
f//

a f'(x) >0 = |z| < /2 pana tom intervalu funkcija raste.

Crtamo graf:

Zadaci sa rokova:

1. Odredite kvalitativni graf funkcije f(z) = esin®,

2. Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije f(z) = \/ﬁ

3. Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije f(z) = arctan (1 + %)

4. Odredite graf funkcije f(x) = \3/;;;71

5. Odredite kvalitativni graf funkcije f(z) = (1 +23) .

6. Odredite kvalitativni graf funkcije f(z) = arctanz — z.
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10.
11.

12.
13.
14.

15.
16.
17.
18.

19.

RS [#%)

Slika 11.2: Graf unkcije f(x) = z® - primjer neparne funkcije

Odredite kvalitativni graf funkcije f(x) = 2% — 3z* + 32% — 5.
Odredite kvalitativni graf funkcije f(z) = In (2% — 42 +5) — In 2.
Odredite kvalitativni graf funkcije f(z) = x?27°.

Nacrtajte kvalitativni graf funkcije f(z) =1 — e,

Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije f(z) = %.

Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije: f(z) =2z —1+ eTs,

Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije: f(z) = arctan(l — 1).

Odredite kvalitativni graf funkcije f(z) = ( xl)l :
z2-1)3

Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije f(z) = z? - er .

Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije f(z) = (z — 1)"Y2 - In (x — 1).
Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije f(z) = %

Odredite kvalitativni graf funkcije f(z) =z - /8 — 22.

Odredite kvalitativni graf funkcije f(z) = 2222 +72=3
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