Zadatci iz kvantne kemije s rijeSenim primjerima

1. Elektron se nalazi u dvodimenzionalnoj kvadratnoj neprobojnoj
kutiji stranice a = 1nm. Nadite energetske razine elektrona i
pripadajuée valne funkcije.

Rjesenje: Stacionarna Schrodingerova jednadzba je:
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Ako kutiju smjestimo u interval = € [0,a], y € [0,a] onda su rubni uvjeti
na valnu funkciju:

¥(0,y) =¥(a,y) =0Vy i ¥(x,0) =9(x,a) =0V

Valnu funkeiju ¢ (x, y) moZzemo napisati u obliku umnoska ¢ (z, y) = f(z)g(y),
budu¢i da Schrédingerova jednadzba sadrzi samo zbroj dvaju operatora—
prvi, koji djeluje samo na koordinatu z i drugi koji djeluje samo na koor-
dinatu y. Uz navedene rubne uvjete, i uvjet normalizacije:
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Ocdito je da su energetske razine elektrona invarijantne na uzajamnu za-
mjenu kvantnih brojeva n,m, dok pripadajuc¢a valna funkcija nije invari-
jantna na tu zamjenu, osim ako n = m. To znaéi da su energetske razine
opcenito degenerirane, tj. jednoj energetskoj razini za n # m pripadaju
barem dvije razli¢ite valne funkcije. Ta degeneracija je posljedica simetrije
potencijala tj. oblika neprobojne kutije. Ako kutiju zakrenemo za /2 oko
osi z koja prolazi srediStem kutije, oblik kutije ¢e ostati isti.

2. Nadite energiju elektrona iz prethodnog zadatka u najniZzem
trostruko degeneriranom stanju. Odgovor: 18.8 eV

3. Osnovno stanje, prema navedenim izrazima za valne funkcije i
energije, nije degenerirano. Nadite sljedeée nedegenerirano sta-
nje i izra¢unajte energiju elektrona u tom stanju. Odgovor: 3.0eV

4. Ipak, po kojem svojstvu elektrona, koje nije vidljivo u navede-
nim jednadZbama, postoji dodatna degeneracija, ¢ak i osnovnog
stanja?



5. Poopéite rezultate prvog zadatka na kocku jednake stranice, izra-
Cunajte energiju prvog pobudenog stanja i navedite pripadajuée
valne funkcije. Odgovor: 1.13 eV

6. Dvije Cestice masa m; i ms djeluju jedna na drugu silom koja ovisi
samo o njihovu relativnu polozaju. PokaZite da se Schrédinge-
rova jednadzba moZe tada napisati u obliku koji odrazava neza-
visnost gibanja srediSta mase i relativnog gibanja dviju cCestica.
Rjesenje: Za ovakav sustav dviju éestica Schréodingerova jednadzba je:
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Izbor relativne koordinate 7 = 77 — r3 namece se sam po sebi, jer po-
tencijalna energija ovisi samo o toj koordinati. No, §to je pridruZeni
operator koli¢ine gibanja za tu prostornu koordinatu? To je operator
koji opisuje relativno gibanje, dakle operator razmjeran relativnoj brzini
P = p(pi/mi — p3/msa). Ako ovako izaberemo operator relativne koli¢ine
gibanja tada, da bi vrijedila kanonska komutacijska pravila za operatore p’
i pridruZene mu prostorne koordinate, moramo izabrati p/my +p/me = 1.
Odavde dobivamo da je parametar p = myms/(my + mso). Taj parame-
tar se zove reducirana masa. Nadalje, operator ukupne koli¢ine gibanja
je P = p1 + p2. On ocito komutira s relativnom prostornom koordina-
tom 7. Sada moramo izabrati prostornu koordinatu Y koja je pridruzena
operatoru P i koja komutira s operatorom relativne koli¢ine gibanja p.
Potrazimo ju u obliku Y = ari + brs, gdje su a i b neki brojevi. Zahtjev
da operator Y komutira s operatorom p povladi ap/my —bu/me = 0. Zah-
tjev da za PiY vrijede kanonska komutacijska pravila povla¢i a + b = 1.
Iz tih zahtjeva slijedi a = my/(m1 +m2) i b = ma/(my +ms2). Dobili smo
transformaciju:
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gdje je M = m; + mo ukupna masa sustava. RjeSenje Schrodingerove
jednadzbe sada mozemo pisati u obliku:

b (r1,7%) = ©(Y)U(F).

Pri tome se Schrodingerova jednadzba razdijeli na dva neovisna dijela:

(£ +V) ¥ = Bunur V()

gdje je Ecps energija srediSta mase, Fyn.e- unutarnja energija i £ =
Ecy + Eunur. ukupna energija sustava. Energija sredista mase je kon-
tinuirana veli¢ina, jer se srediSte mase giba slobodno ako nema vanjskih



sila. Unutrasnja energija, ovisno o potencijalnoj energiji, moze biti kvan-
tizirana. U konkretnim problemima gibanje sredista mase ¢esto nas ne
zanima, ve¢ samo unutra$nja energija.

. Na osnovi rezultata prethodnog zadatka izvedite opca svojstva (unutras-
nje) energije za sve vodikolike atome (atome sli¢ne atomu vodika).

Rjesenje: Za takve atome potencijalna energija ima oblik:

V(@A) = V(i) = Vi) = -2
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gdje je Z atomski (redni) broj. "Unutrasnji dio" Schrédingerove jednadzbe

je:
P* Zke?
21 r

) U(F) = BV (7).

Ovdje je za energiju F ispustena oznaka "unutr." radi lakSeg pisanja. Da
bismo izveli op¢a svojstva za energiju, moramo ovu jednadzbu svesti na
bezdimenzionalni oblik, tj. na oblik koji ne ée ovisiti o bilo kojim parame-
trima. U tu svrhu uvedimo bezdimenzionalnu veli¢inu z = 7/ry. Uvedimo
bezdimenzionalni operator koli¢ine gibanja ¢ = —id/Z. Schroédingerova
jednadzba ¢e tada imati oblik:
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Ako parametar rg odaberemo tako da vrijedi:
h? Zke? h?
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dobit ¢emo jednadzbu:
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Iz ove jednadzbe vidimo da se energija E' moze napisati u obliku:
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gdje je bezdiomenzionalni parametar A vlastita vrijednost jenadzbe:
7?1
<q>waAwa.

Vlastita vrijednost A je ocito univerzalna, jer se javlja u jednadzbi koja ne
ovisi ni o ¢emu §to se tice pojedina¢nog atoma, ve¢ samo o univerzalnom
obliku Coulombskog potencijala 1/z. Energija E je, dakle, razmjerna
reduciranoj masi elektrona p i kvadratu atomskog broja Z.

. Izraéunajte energiju osnovnog stanja (A = —1/2) atoma vodika,
deuterija, tricija te iona He™ i Lit™.



9.

10.

Pozitron je anticestica iste mase kao i elektron, ali pozitivnog
naboja +e. S elektronom moZe tvoriti vezano stanje, pozitronij.
Izracunajte energiju osnovnog stanja pozitronija, te usporedite
parametar 7y (Bohrov polumjer) pozitronija i atoma vodika.

Kolika bi bila energija osnovnoga stanja sustava proton-antiproton,
kad bi bili vezani jedino elektrostatskom silom?



